UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

Sobre ideales cerrados y finitamente generados
en dlgebras topoldgicas de funciones continuasy
las dlgebras Cb(X,A) y Cp(X,A)

Dra. Alejandra Garcia Garcia

C Cilencia Nueva
: R R



11



Indice general

Introduccion

1. Preliminares

1.1.
1.2.
1.3.

Sobre espacios completamente regulares y espacios de funciones . . .
Ideales méximos en espacios de funciones continuas . . . . . . . ...
Algebras Topolégicas . . . . . . . .. .. o
1.3.1. Algebras m-convexas . . . . . . . . ..o

2. Algunos resultados sobre (Cy, (X), 5)

2.1.

2.2.

Ideales finitamente generados en(Cp (X),6) . . . . . . ... ... ..

Sucesiones de funciones en (Cy (X),0).. . . . . . . ... ...

3. Sobre las algebras Cy(X,A) y Cp(X, A)

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.
3.9.
3.6.

El espacio de ideales maximos en algebras localmente m-convexas . .
Las algebras Cy(X, A) y Cp(X,A) . . . . . ..o .
Un Homomorfismo definido en Cp(X,A) . . . . . ... ... ... ..

Sobre la m-convexidad de Cyp(X,A) y Cp(X,A4) . . . ... ... ...
Condiciones de m-convexidad para el dlgebra (Cp(X, A),8) . .. ..
Espectros e Invertibilidad en Cy(X, A) y Cp(X,A) . . . .. ... ..

3.6.1. Espectrosen Cp(X,A) . . .. ... ... ... ...
3.6.2. Algo de invertibilidad . . .. .. .. ... o000

4. Govaerst y las familias de Nachbin

4.1.

Algunos ejemplos . . . . . . ...

A. Conceptos de Topologia

Bibliografia

11T

20

25

25
27
30

35
39
41

41
42

49
%)

57

61



v

INDICE GENERAL



Agradecimientos



VI

PREFACE



Introduccion

En las matemadticas, especificamente en el Anédlisis Funcional, se estudian a los
espacios vectoriales topoldgicos sobre un campo FF, el cual usualmente es el campo de
los niimeros reales o complejos. Mds atin, dentro de estos existen espacios vectoriales
topoldgicos con una estructura algebraica adicional, a los cuales llamamos dlgebras
topoldgicas. En este trabajo, nuestro objeto de estudio son precisamente las dlgebras
topoldgicas.

Un dlgebra topoldgica A es un algebra que es un espacio vectorial topoldgi-
co tal que tiene definida una operacién asociativa y continua, llamada multipli-
cacién (- : A x A — A), donde A X A tiene la topologia producto. Si A es un dlgebra
topoldgica de tal manera que como espacio topoldgico es un espacio de Banach,
decimos que es un algebra de Banach.

El estudio de las dlgebras topolégicas, en particular de las dlgebras de Banach,
comienza en el siglo XX y se origina al observar que algunos espacios de Banach
tienen propiedades interesantes cuando se les dota de una operaciéon extra, la mul-
tiplicacién.

Un ejemplo conocido es el espacio de todos los operadores lineales y acotados
definidos en un espacio de Banach, pero otros que son de suma importancia son los
espacios de funciones: ya sea de funciones continuas, acotadas, que se anulan al in-
finito, etc. 6 funciones con serie de Fourier absolutamente convergente. Gracias a las
propiedades que tienen este tipo de dlgebras de funciones, han hecho que las dlgebras
topoldgicas se hayan convertido en un drea con una variedad de aplicaciones.

El propésito de este trabajo es presentar resultados que hemos obtenido sobre
dlgebras topoldgicas de funciones continuas definidas en un espacio completamente
regular X, no sélo para funciones con valores en los complejos sino que también
para funciones con valores en un dlgebra topolégica A.

La clase de dlgebras topolégicas sobre las que nos interesa trabajar en esta Tesis
son las dlgebras localmente convexas. Donde A es un dlgebra localmente convexa si
es un dlgebra topolégica de tal manera que como espacio topolégico es un espacio
localmente convexo; es decir, su topologia esta dada por una familia de seminormas
{IIll, : @ € A} que satisfacen la condicién: Vo € A, 36 € A tal que |zy|, <
lzlls lvll5 paratodo z,y € A.

Dentro de las dlgebras topolégicas localmente convexas destacan las dlgebras
de Banach y las localmente m-convexas, estas iltimas se caracterizan porque sus
topologfas estdn dadas por seminormas submultiplicativas.

Algunos de los resultados que se presentan en este trabajo requieren para su
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VIIT INTRODUCCION

demostracién una base de topologia, més precisamente de la Teorfa de los primeros
capitulos del libro de Gillman-Jerison [11] y de la cual mencionamos lo més impor-
tante en la seccién 1.2 del primer capitulo.

Decimos que un dlgebra A tiene unidad si existe un elemento e en A tal que
e-a=a-e=a para cada elemento a € A.

Por otro lado, el papel importante de las dlgebras de Banach conmutativas rad-
ica en la Teorfa de Gelfand; es decir, en la relacién entre sus funcionales lineales
multiplicativos y sus ideales méximos, asi como el espectro de sus elementos. Por
lo que en la seccién 1.3 del primer capitulo, ademds de dar conceptos bésicos de
las dlgebras topoldgicas damos resultados importantes acerca de las algebras de
Banach, todos estos relacionados con la Teoria de Gelfand, donde el resultado que
nos interesa es el Teorema de Gelfand-Mazur, el cual nos dice que: si un dlgebra
de Banach es un dlgebra con divisién, entonces es isomorfa a C el campo de los
nimeros complejos.

Por ultimo, en este capitulo dedicamos una pequena seccién a las dlgebras m-
convexas, debido a que si tenemos un dlgebra m-convexa completa, conmutativa
con unidad esta se puede ver como el limite inverso de dlgebras de Banach.

En el Capitulo 2, damos dos resultados nuevos acerca de (Cy(X), 8), el algebra
de todas las funciones con valores en FF, continuas y acotadas definidas en X, con
las operaciones algebraicas usuales y dotado con la topologia estricta (; es decir,
la topologfa dada por las seminormas || f||, = sug If ()] |le(x)], f € Cy(X), €

fAS

By(X), donde By(X) es el espacio de todas las funciones definidas de X en R que
se anulan al infinito. Estos resultados forman parte de un articulo del cual la autora
de esta Tesis es coautora.

En este Capitulo definimos la propiedad de la sintesis espectral para un &lge-
bra conmutativa con unidad, donde un dlgebra conmutativa con unidad A tiene
esta propiedad si y sélo si todo ideal cerrado es la interseccién de ideales méximos
cerrados de A de codimensién 1. En Arizmendi-Carrillo-Garcia [3] se prueba que
(Cy(X),B) tiene la propiedad de la sintesis espectral (p.s.s.). Con esto, en la sec-
cién 2.1 probamos el primero de estos resultados, el cual nos dice que si X es un
espacio conexo y de Fréchet-Urysohn, entonces (Cp(X), 8) no tiene ideales propios,
cerrados y finitamente generados. Esto tltimo implica que todo elemento no cero y
no invertible es un divisor topolégico de cero.

En la seccién 2.2, ademds de presentar el segundo resultado importante, defin-
imos el espectro tanto para un elemento como para eneadas de elementos de un
dlgebra topoldgica con unidad.

Sea A un algebra m-convexa conmutativa. Denotamos por 9t (A) al espacio de
todos los funcionales lineales, multiplicativos, continuos y no nulos de A; y por
IN# (A) al espacio de todos los funcionales lineales, multiplicativos y no cero de
A, ambos dotados con la topologfa débil estrella (w*). Observemos que 9% (A)
solamente depende de la estructura algebraica de A y no se modifica si cambiamos
la topologia de A. Sin embargo, M (A) depende de la topologia que le asignemos a
A.

Para un dlgebra m-convexa, compleja , conmutativa, metrizable, completa y
con unidad sabemos que todo funcional lineal multiplicativo no nulo es contin-
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uo en subalgebras finitamente generadas, pero esto no necesariamente sucede para
subalgebras numerablemente generadas. Aunque (Cp (X), 3) no siempre es un &l-
gebra m-convexa, probamos que si X es un espacio seudocompacto, entonces todo
funcional lineal multiplicativo no nulo de (Cp (X), ) es continuo en subalgebras
numerablemente generadas.

En esta Tesis también estudiamos a los espacios de ideales méximos de dlge-
bras topolégicas de funciones continuas A-valuadas, definidas en un espacio com-
pletamente regular; donde A es un algebra topolégica conmutativa, con unidad,
de Banach o m-convexa. Por lo que en el Capitulo 3 definimos al algebra C'(X, A)
de todas las funciones continuas A-valuadas y definidas en X, para A un &lgebra
localmente m-convexa conmutativa y X un espacio completamente regular. Con
respecto a esta dlgebra, en la seccién 3.1 desarrollamos parte del articulo On the
ideal structure of algebras of LMC-algebra valued functions de J. Arhippainen [1],
donde se prueba que si C(X, A) tiene asignada la topologfa compacto abierta IC,
entonces tenemos la igualdad MM (C(X, A),K) = X x M (A) siempre que M (A) sea
un conjunto equicontinuo.

El resto del capitulo estd dedicado a desarrollar, en el contexto de las dlgebras
de Banach o m-convexas, la teoria de las dlgebras Cy(X, A), de todas las funciones
continuas y acotadas de X en A, y Cp(X, A), el espacio de todas las funciones
continuas de X en A con m un subconjunto compacto de A. De manera que la
seccion 3.2 la dedicamos a definir la topologia del supremo y la topologia estricta
en dichas élgebras, y demostrar que ambas dlgebras dotadas con la topologia del

supremo son de Banach.

Nuevamente, en la seccién 3.3, consideramos a Cy(X, A) y definimos un homo-
morfismo de este espacio en Cp(X X MM (A)). Podemos considerar a un dlgebra de
Banach, compleja, conmutativa con unidad y semisimple A, en este caso dicho ho-
momorfismo encaja al dlgebra Cp(X, A) en Cp(X x M (A)), esta dltima isomorfa
a C(B(X xM(A))). Mds atin, esto nos da una caracterizacién para el espacio de
ideales maximos de Cp(X, A), utilizando un resultado que aparece en Royden [18].

En la siguiente seccién, definimos a Cy(X, A) y C,(X, A) para A un dlgebra m-
convexa completa, conmutativa con unidad. A estas dlgebras las dotamos con una
topologia que las hace algebras m-convexas, completas, conmutativas con unidad.
De manera que cada una de estas se pueden ver como el limite inverso de dlgebras
de Banach.

Las mismas técnicas que llevan a la caracterizaciéon de la m-convexidad de las
algebras (Cy, (X), ), para un espacio completamente regular, y que se mencionan
en el articulo On the m-convexity of Cyp(X) de Arizmendi-Carrillo [2], con una
pequena modificacién, nos han dado las herramientas para mostrar que un dlgebra
(Cp (X, A),B) es m-convexa si y s6lo si By(X) = Bgo(X), donde X es un espacio
completamente regular y (4, ||-||) es un dlgebra de Banach; mientras que en el caso
de que X sea un espacio localmente compacto tenemos que (Cp (X, A),5) es m-
convexa si y s6lo si Cy(X) = Cpo(X), todo esto lo vemos dentro de la seccién 3.5.

Finalmente, ya que en este trabajo consideramos sélo a las dlgebras topolégicas
con unidad, entonces obtenemos que Cy(X, A) y C,(X, A) son dlgebras con unidad.
Esto nos permite discutir la invertibilidad de un elemento f en Cy(X, A) (0 U
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respectivamente). Asi, en la tltima seccién del Capitulo 3 discutimos las condiciones
necesarias y/o suficientes para que f sea invertible en Cp(X, A) (0 Cp(X, A)). Al
mismo tiempo, mostramos que en C,(X, A) existe una relacién entre el espectro
de un elemento f en esta algebra y el espectro de f, la extension de f a X la
compactificacién de Stone-Cech de X.

En el Capitulo 4, dados un espacio completamente regular X y un algebra lo-
calmente convexa A, exponemos los conceptos de Familia de Nachbin, Familia de
Nachbin multiplicativa y Familia de Nachbin multiplicativa de tipo puntual. Estas
definiciones, dadas en Govaerst [12], las mencionamos aqui para poder expresar al
algebra (Cp (X, A),8) como un espacio del tipo CV (X, A), los cuales se conocen
como espacios con peso "weighted spaces 7 que consisten de todas las funciones
continuas f, definidas de X en A, tales que g, (f) = suppx (v(z)f(z)) para todo

zeX

v en una familia de Nachbin V de funciones no negativas en X y A € A, donde
{pr : A € A} es la familia de seminormas que generan la topologia en A. Asi, la
prueba de que M (Cy, (X, A),B) = X x M (A) es relativamente sencilla aplicando el
Teorema 1 de Govaerst [12].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos algunos conceptos y resultados basicos que nos
servirdn para el desarrollo de este trabajo. Empezamos por dar algunas definiciones,
y en la seccién 1.2 estudiamos resultados sobre el espacio de funciones continuas con
valores en el campo de los mimeros reales y definidas en un espacio completamente
regular. Por tltimo, en la seccién 1.3 definimos conceptos importantes sobre algebras
topoldgicas.

En lo que sigue, consideramos a [ como el campo de los numeros reales o com-
plejos.

Definicién 1 Sea X un conjunto. Decimos que (X, <) es un conjunto ordenado si
X tiene definida la relacion < tal que satisface:

(i) © <z
(i) siz <y yy =<z, entonces T < z,
(i) six <y yy <z, entonces x = y.

Mientras que si (X, <) ademds cumple que cualesquiera dos de sus elementos
son comparables; es decir que para cada par x,y € X tenemos que x <y 6y <
x, decimos que (X, <) es totalmente ordenado. Y a un subconjunto totalmente
ordenado Y de un conjunto ordenado (X,=<) lo llamamos cadena, mientras que
decimos que una cadena Y estd acotada superiormente si existe xg € X tal que
Yy < xg para todo y €Y.

Definicién 2 Dado xy € X lo llamamos mdximo en X st siempre que xg < y esto
implica que x = y.

Lema 3 (Zorn) Sean (X, <) un conjunto ordenado, no vacio y tal que toda cadena
Y C X esta acotada superiormente. Entonces, Y tiene un elemento mdzximo xy € X
tal que y X xy para todo y € Y.



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1. Sobre espacios completamente regulares y es-
pacios de funciones

Definicién 4 Sea X un espacio topoldgico, no vacio y de Hausdorff. Decimos que
X es un espacio completamente regular si para cada conjunto cerrado y mo vacio
L C X ycada x € X\L, eriste f : X — C wuna funcidn continua tal que

f(z) & f(L).

Equivalentemente tenemos el siguiente resultado que aparece en Engelking [8].

Proposiciéon 5 Sea X un espacio no vacio y de Hausdorff. Entonces, X es un
espacio completamente reqular si y sélo si para cada cerrado no vacio L C X y cada
x € X\ L, existe una funcion continua g : X — [0,1] tal que g(z) =0 y g(L) = {1}.

Definicién 6 Sean (X, 7) un espacio vectorial topoldgico, de Hausdorff, completa-
mente regqular y (E,v) un espacio vectorial topoldgico, donde T y v son las topologias
dadas en X y E respectivamente. Definimos

C(X,E) = {f:X—E: f esuna funcion continua},
Cy(X,E) = {f:X—FE: f esuna funcién continua y acotada}

St E =T dotado con la topologia usual, escribiremos

C(X) = {f:X—>F: [ esuna funcion continua}, y
Cy(X) = {f:X —TF: f esuna funcidn continua y acotada}.

Para a € E, por a representaremos a la funcién constante a; es decir, a(z) = a
para todo x € X.

Definicién 7 Sea f € C(X) (6 Cy (X)). Denotamos por Z(f) al conjunto nulo
F710). Si f es lineal, Z(f) usualmente denota al espacio nulo de f. Para f defini-
mos en X al conjunto suppf = cl(X\Z(f)), donde cl denota al operador cerradura.

Teorema 8 Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces, X es completamente reqular
sty solo si la familia Z(X) = {Z(f) : f € C(X)} de todos los conjuntos nulos es
una base para los conjuntos cerrados de X.

Demostracién. Para la necesidad, supongamos que X es un espacio completamente
regular. Entonces, dado F' C X cerrado y x € X\ F, existe f € C(X) tal que
flz) =1y fIF]={0}. Asi, Z(f) D F y x ¢ Z(f); por tanto Z(X) es base.

Por otro lado, si Z(X) es base para los conjuntos cerrados de X, entonces para
F C X cerradoy x € X\ F, existe un conjunto nulo, digamos Z(g) tal que Z(g) D F
y « ¢ Z(g). De esto ultimo tenemos que g(z) # 0, llamemos r = g(z). Claramente,
f=r"tgeC(X), f(x) =1y f(F) = {0}, por lo que X es completamente regular.
]



1.2. IDEALES MAXIMOS EN ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS 3

1.2. Ideales maximos en espacios de funciones con-
tinuas

En esta seccién consideramos sélo funciones con valores en el campo de los
nimeros reales, denotando por C (X) a C (X,R) y por Cp (X) a Cy (X, R); ademds,
enunciamos resultados del libro de Gillman-Jerison [11]. Empezamos por estudiar
algunas relaciones entre propiedades topolégicas del espacio X y propiedades alge-
braicas de C(X).

Sean X un espacio de Hausdorff y f, g € C (X). Entonces, es claro que tenemos
las siguientes propiedades:

1-Z(f)=Z(f]) = Z(f™) para cadan € N,

2-2(0) = X y Z(1) = 0,

3-Z(fg) = Z(f) U Z(g).

1-2(f2 + ¢%) = Z(f| +lgl) = Z(£) N Z(g), ¥

5.- Z(X) es cerrado bajo intersecciones numerables.

Notemos también que si f y g son funciones con valores en el campo de los
nimeros complejos tenemos:

U-Z(f) = Z(F F)

L-Z(f f+99) =2(f)NZ(g).

La siguiente definicién para una familia de subconjuntos de X no vacia que
cumple ciertas propiedades es similar a la que se tiene para filtro.

Definicién 9 Sea § C C(X) una familia no vacta, decimos que § es z-filtro en X
si cumple:

i)0¢3
ZZ) 1,09 €EF = Z1NZyeF
i) 23,2 €Z(X)y ZCZ =2 €F

Teorema 10  a) Sea I un ideal en C(X), entonces Z[I| ={Z(f): f € I} es un
z-filtro en X.

b) Sea § un z-filtro en X, entonces Z7[F] = {f : Z(f) € T} es un ideal en
C(X).

Demostracion.
a) Sea I un ideal en C(X).

i) Como I no contiene a la unidad, () ¢ Z[I].

i) Sean Z1,Zs € Z[I]. Sean fi, fo € I tales que satisfacen Z; = Z(f1),
Zy = Z(f2). Dado que I es un ideal, fZ + f3 € I. De donde

ZiNZy = Z(f} + ) € Z[1].
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ili) Sean Z € Z[I|,y Z € Z(X). Consideremos f € I, f' € C(X) tales que
Z=2Z(f),Z =Z(f"). Ya que I es un ideal, tenemos ff’ € I. Ahora, si
7' D Z, entonces

Z'=zuZz =Z(ff) e Z[I).

b) Sea J = Z[§]. Por la definicién anterior, J no contiene a la unidad. Sean
f,g€ J,y h e C(X). Entonces,

Z(f—-9) D> Z(f)NZ(g) €3,

y Z(hf) D Z(f) € §. Por la definicién 9) ii), Z(f — g), Z(hf) € §. Por lo
cual, f —g, hf € J, con lo que J es un ideal.

|
Observemos que para § CZ(X), los conjuntos nulos cumplen

ZIZ7[ =% vy Z7[Z[1]]> I

Donde la primera relacién implica que todo z-filtro es de la forma Z[.J] para algin
ideal J. Mientras que en la segunda, la inclusién puede ser propia.

Definicién 11 Decimos que § es un z-ultrafiltro si este es un z-filtro mdximo.

Ast, como Z y Z preservan la inclusién, si M C C(X) es un ideal méximo,
entonces Z[M] es un z-ultrafiltro; y a la inversa, si § es un z-ultrafiltro, Z[§] es
un ideal maximo en C(X).

Definicién 12 Sea p € X, decimos que p es punto cerradura de un z-filtro § si
cada vecindad de p intersecta a todo elemento de §. Definimos por

Ap :={2(f) € Z(X) : p € Z(f)}-

Definicién 13 Sea § un z-filtro, decimos que § converge al limite p si toda vecindad
de p contiene un elemento de §.

Notemos que, como los elementos de § son conjuntos cerrados, p es punto cer-
radura de § si y sélo sf p € NF. Asi, A, es un z-ultrafiltro y p es punto cerradura de
un z-filtro § si y sélo si § C A,. Ademds A, es el tnico z-ultrafiltro que converge

a p.
Definicién 14 Sea I ideal de C(X) o Cp(X):

1) SinZ[I] # 0, decimos que I es un ideal fijo.
2) SinZ[I| =0, decimos que I es un ideal libre.
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Observemos que si Z(f) # 0, entonces el ideal (f) = fC(X) (6 (f) = fC(X))
es fijo pues NZ[{f)] = Z(f). Por lo que todo ideal libre I en C(X) (6 Cp(X))
contiene ideales fijos no triviales; por ejemplo, si I es un ideal libre y f € I es no
nula tenemos que (f) es un ideal fijo.

Teorema 15 a) Los ideales mdzimos fijos en C(X) son los conjuntos
M, ={f:f(p)=0}, peX

Los ideales M, son distintos para elementos p € X distintos. Ademds,

C(X),/ My =R, My(f) — f(p)-
b) Los ideales mdximos fijos en Cy(X) son los conjuntos

My ={feCy: f(p)=0}, peX

Los ideales M son distintos para elementos p € X distintos. Ademds,
Co(X),/ M, =R, M (f) — f(p)-

Demostracién.

a) M, es el nicleo del homomorfismo H, : C(X) — R, f — f(p); H, es sobre,
pues r(p) = r para cada r € R. Ademds, M, es un ideal médximo y la
unicidad de p se debe a que si p y p’ son elementos distintos de X, como X
es completamente regular, existe f € C(X) tal que f(p) # f(p).

Por otro lado, si M es un ideal fijo en C(X), existe p € NZ[M]. Asi, M C M,
y, en caso de ser M ideal maximo, tenemos que M = M,,.

Por tltimo, M), es el nicleo del homomorfismo H,, y este es sobre, por tanto
C(X)/M,=R.

b) Para la demostracién véase el inciso anterior.
|

Definicién 16 Decimos que un ideal mdazimo M es real si C(X),/ M =R (re-
spectivamente Cy(X),/ M = R) y su correspondiente z-ultrafiltro es un z-ultrafiltro
real.

Dos resultados importantes que utilizamos en el siguiente capitulo son los sigu-
ientes (para su demostracién véase Gillman-Jerison [11], pags. 71 y 76).

Teorema 17 a) Todo ideal mazimo en Cy(X) es real.
b) Todo ideal mdzimo en C(X) es real si y sélo si X es seudocompacto.
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Teorema 18 Sea M un ideal mdzimo en C(X). Son equivalentes:
1) M es real.
2) Z[M] es cerrado bajo intersecciones numerables.
3) Z[M] tiene la propiedad de la interseccion numerable.

Sean T un espacio completamente regular tal que X C T denso y § un z-filtro
en X. Las definiciones 12 y 13 se pueden traducir a lo siguiente:

Definicién 19 Sea p € T, decimos que p es punto cerradura de un z-filtro § si
cada vecindad, en T, de p intersecta a todo elemento de §. Definimos por

AP = {Z(f) € Z(X) : p € el (Z(f))}.

Es decir, p es un punto cerradura de Fsip € ) cr (Z2).
Ze§

Definicién 20 Sea § un z-filtro, decimos que § converge al limite p si toda vecin-
dad, en T, de p contiene un elemento de §.

Existen varios procedimientos para construir a X, la compactificacién de Stone-
Cech del espacio X, en general, una compactificacién de un espacio no compacto
X se hace adjuntando nuevos puntos, los cuales son puntos limite de conjuntos
cerrados y no compactos de X. Considerando este proceso, en Gillman-Jerison [11]
se hace restringiendo la atencién a los conjuntos nulos; esto es, ya que los conjuntos
nulos forman una base para los cerrados, se adjunta a X un nuevo punto para cada
z-ultrafiltro, tal punto es definido como el limite de dicho z-ultrafiltro.

Asi que, la familia de z-ultrafiltros de X es (AP) pepx; donde AP es el z-ultrafiltro
en X con limite p. Sip € X, AP= Ap; ysip € X, p esellimite de un z-ultrafiltro

AP en X.

Ademss, clgx (Z) = {p € BX : Z € AP}, es decir p € clgx(Z) <= Z € AP}y
{ClﬁX(Z)}ZeZ(X) forman una base para los cerrados de 5X.

Todo esto gracias al siguiente Teorema (véase Gillman-Jerison [11], Teorema

(6.5)):

Teorema 21 (Teorema de Compactificacién) Todo espacio (completamente reg-
ular) X tiene una compactificacion BX, con las siguientes propiedades equivalentes:

(1) (Stone) Toda funcién continua f de X en un espacio compacto Y, tiene una
extension continua f de X enY.

(2) (Stone-Cech) Toda funcion f € Cy(X), tiene una extension a una funcion

feC(BX).

(3) (Cech) Cualesquiera dos conjuntos nulos ajenos en X, tienen cerraduras aje-
nas en SX.
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(4) Para cualesquiera dos conjuntos nulos Zy y Za en X,
Cng (Zl N Z2) = ClﬁX (Zl) N CZBX (ZQ) .
(5) Distintos z-ultrafiltros en X, tienen distintos limites en SX.

Ademds, BX es tnico, salvo homomorfismos, tal que satisface cualquiera de las
condiciones anteriores.

Notacién 22 Denotemos por MP (MP*) al ideal en C(X) ( resp. Cp(X)) corre-
spondiente al z-ultrafiltro AP; sip € X, MP = M, (MP* = M} ).

1.3. Algebras Topolégicas

Ahora, empezamos a dar definiciones sobre los espacios que estudiaremos en los
siguientes capitulos.

Definiciéon 23 Decimos que A es un dlgebra topolégica sobre F si es un dlgebra que
es un F-espacio vectorial topoldgico Hausdorff; ademds tiene asociado un producto

que es asociativo y continuo
i AXA— A,

donde A x A tiene asociada la topologia producto, en este caso diremos que este
producto es conjuntamente continuo.

Definicién 24 Si un algebra topoldgica A es conmutativa, decimos que A es un
dlgebra topolégica conmutativa . En caso de que el dlgebra tenga unidad e, diremos
que es un &algebra topolégica con unidad.

Definicién 25 Un dlgebra topoldgica A es un dlgebra topoldgica completa si como
espacio vectorial topoldgico es completo.

Definicién 26 Decimos que un dlgebra topoldgica A es un dlgebra normada si su
topologia estd dada por una norma (A, |-||) tal que

lzyll < Nl lyll, Ve, y € A.

Definicién 27 Un &dlgebra de Banach A es un dlgebra normada y completa.

Definicion 28 Decimos que A es un algebra localmente convexa si es un dlge-
bra topoldgica que como espacio topoldgico es un espacio localmente convero. En
este caso su topologia esta dada por una familia de seminormas {||||,, : @ € A} que
satisfacen la siguiente condicion:

Va €A, 3B €A tal que |lxyll, <llzlgllylls para todo z,y € A. (1)
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Definicion 29 Decimos que un dlgebra localmente convera A es m-convexa si toda
seminorma es submultiplicativa:

lzylly < llzlly llyllq Vae A ytodox,yecA (2)
Notemos que toda dlgebra normada es m-convexa.

Definicién 30 Decimos que un dlgebra topoldgica es un algebra de Fréchet si es
metrizable y completa.

Dentro de la Teoria de operadores, al estudiar el espacio de todos los operadores
lineales definidos en un espacio de Hilbert H, se encontré que este espacio tiene
estructura de espacio vectorial; mds aun, si consideramos a B el espacio de todos
los operadores lineales acotados definidos en H, a este espacio le podemos asociar
una norma que lo hace espacio vectorial normado. Ademas, algebraicamente se tiene
definido en B una multiplicacién que le da una estructura multiplicativa suplemen-
taria que lo convierte en un dlgebra. Por otro lado, la teorfa espectral de operadores
acotados encuentra su homélogo en los resultados sobre dlgebras de Banach:

Definicién 31 Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad e. Decimos
que a € A es invertible si existe b € A tal que ab = e. En tal caso, el inverso de a es
evidentemente nico, y lo denotamos por a='. A la familia de todos los elementos
invertibles en A la denotamos por G(A).

El siguiente teorema es fundamental en la teorfa de Algebras de Banach, véase
Zelazko [20].

Teorema 32 (Gelfand-Mazur) Un dlgebra de Banach conmutativa con unidad
tal que es un campo, es isométricamente isomorfo al campo de los nimeros comple-
jos.

También, de suma importancia, por su estructura algebraica, resulta el estudio
de los ideales de un dlgebra de Banach, atin m4s el estudio de los ideales maximos.

Un teorema conocido e importante en la teoria de anillos, que podemos ver en
Rotman [17], es el siguiente:

Teorema 33 Sean R y R’ dos anillos y un homomorfismo suprayectivo de R
en R' con nicleo I, I C R. Entonces R' es isomorfo a R/I. Ademds hay una
correspondencia entre el conjunto de ideales en R’ y el conjunto de ideales en R que
contienen a I.

El siguiente lema también es fundamental y es valido en general para anillos
conmutativos con unidad.

Lema 34 Todo ideal propio de un dlgebra de Banach A conmutativa con unidad
estd contenido en un ideal mdazimo. Un ideal M en A es mdzximo si y sélo si A/M
es un campo.
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Demostracién. Para la primera parte, sean A un dlgebra de Banach, conmutativa
con unidad, I un ideal propio en A, § la familia de todos los ideales en A que
contienen a I y & el conjunto formado por los ideales siguientes:

Seay € A—(I U{e}) fijo, que existe por ser I un ideal propio en A. Consideremos
el ideal I, generado por I U{y}, si este es méximo acabamos el proceso y obtenemos
lo que deseamos. En otro caso, I, es un ideal propio que contiene a I y procedemos
a tomar un elemento z € A — (I, U{e}) fijo, siguiendo el mismo procedimiento
construimos $ el conjunto de los ideales construidos de esta manera. Es obvio que
$ es una cadena no vacia y que § es un conjunto ordenado y no vacio bajo la
relacién de contencién. Por el lema de Kuratowski-Zorn (lema 3), S tiene elemento
maéximo, con lo que concluimos con lo que se pide.

Por otro lado, sea M un ideal en A y supongamos que es maximo. Entonces,
A/M tiene como tunicos ideales al trivial y al total, y como A/M es un algebra de
Banach, conmutativa con unidad por tener A estas propiedades. Entonces, tenemos
que A/M es campo. A la inversa, si A/M es campo, sus unicos ideales son el trivial
y el mismo A/M. Por el Teorema anterior, hay una correspondencia inyectiva entre
el conjunto de ideales de A/M y el conjunto de ideales de A que contienen a M.
El ideal M corresponde con el ideal trivial de A/M, mientras que A corresponde al
ideal A/M de A/M, por lo que M debe ser maximo. ®

Teorema 35 Sea A un dlgebra de Banach, compleja, conmutativa con unidad. En-
tonces, todo ideal mdzimo en A es cerrado y si M es un ideal mdaximo de A, entonces
A/M es isométricamente isomorfo al campo de los nimeros complejos.

Sea M un ideal maximo del dlgebra de Banach conmutativa con unidad A. La
proyeccién de A — A/M es un homomorfismo de dlgebras con nticleo o espacio nulo
M. El Teorema de Gelfand-Mazur permite identificar a A/M con el campo de los
nimeros complejos. De manera que M resulta ser el nicleo de un homomorfismo
complejo no nulo ¢.

Si a € A, podemos definir a ¢(a) como el tnico complejo A tal que a + M =
e + M; es decir, a — e € M.

A la inversa, si ¢ es un homomorfismo complejo no nulo definido en A, y My es
su espacio nulo, entonces A/M, es un campo, por lo que M, es un ideal méximo
en A. Entonces tenemos el siguiente Teorema, véase Zelazko [20]:

Teorema 36 Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad y ¢ un ho-
momorfismo complejo no nulo definido en A con espacio nulo My. Entonces, la
correspondencia ¢ — My es una correspondencia biyectiva del espacio de los ho-
momorfismos complejos no nulos sobre A en el espacio de ideales mdximos de A.

Sea A un algebra topolégica con unidad. Denotamos por 9M#(A) al espacio
de todas las funcionales lineales multiplicativas no triviales definidas en A y por
M(A) al espacio de todas las funcionales lineales multiplicativas continuas no triv-
iales definidas en A, ambos dotados con la topologia débil estrella w*; donde cada
elemento F' de MM (A) tiene como base de vecindades a la familia formada por los
conjuntos

U(F,1,....xn,6) = {G € MF(A) : |F(z;) — G(z)| <e,i=1,2,....,n}
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donde € > 0, z1,...,z, € A, n € N, y en 9MM(A) tal topologia es la topologia
relativa. Dado « € A, & estd definido por la transformada de Gelfand: #(F') = F(x),
F € M# (A).

Entonces, por el Teorema anterior, existe una relacién entre las funcionales
lineales multiplicativas de un dlgebra de Banach A y sus ideales maximos. Donde si
F € M# (A), entonces Mp = {z € A: F(z) = 0} es un ideal maximo en A por ser
de codimensién 1. Por otro lado, si M es un ideal méximo en A, por ser cerrado y
A,/ M = C. Por tanto tenemos lo siguiente, véase Zelazko [20], pdg. 36:

Teorema 37 Si A es un dlgebra de Banach y F' es un funcional lineal multiplica-
tivo, entonces F' es continuo y de codimension 1.

Como consecuencia del resultado anterior obtenemos el siguiente (véase Zelazko
[20], pég. 38):

Teorema 38 Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Entonces 9M(A)
es no vacio y cualquier ideal propio de A estd contenido en uno mdximo.

Cabe senalar que para un dlgebra topolégica conmutativa con unidad A el espa-
cio nulo de los elementos de M(A) son los ideales cerrados méximos de codimensién
1 (véase Zelazko [20]).

Definicién 39 Dada un dlgebra topoldgica A, y x € A, x # 0, decimos que z es
un divisor topoldgico bilateral de cero si existen dos redes (y,) y (z,) en A no
convergentes a cero y tales que y,x — 0 y xz, — 0. Si A es un dlgebra topoldgica
conmutativa, decimos simplemente que x es un divisor topoldgico de cero.

Un divisor topolégico bilateral de cero es propto si no es divisor de cero.

Definiciéon 40 Sea A un dlgebra con unidad e. Dado x € A, decimos que x es
topoldgicamente invertible si cl(Ax) = cl(zA) = A.

Esta definicién es equivalente a la existencia de dos redes @ = (ay) y b = (by), a
las que llamamos inverso topoldgico derecho e izquierdo respectivamente, y son tales
que zay — ey byx — e. Por G¢(A) denotamos al conjuntos de todos los elementos
topolégicamente invertibles de A. Equivalentemente, = es topolégicamente invertible
si para cada vecindad de cero V(0) existen a, y a) en A tales que za, — e € V(0)
y aLx —e € V(0).

1.3.1. Algebras m-convexas

Esta pequena seccién la dedicamos a las algebras m-convexas, ya que algunas
algebras m-convexas se pueden representar como el limite inverso de algebras de
Banach, lo cual es importante resaltar y que utilizamos mds adelante. Para es-
to, primero recordemos que para A un dlgebra m-convexa podemos encontrar una
familia de seminormas {|-[|,},c, que definen su topologia y cada una de estas
seminormas es submultiplicativa; es decir, cumple la desigualdad

eyl < llzllq llla Va €A ytodox,yeA

Ademas, necesitamos definir lo siguiente.
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Definicién 41 A un conjunto A y una relacion = definida en él, tal que (A, <)
es ordenado, lo llamamos conjunto dirigido si satisface que para o, B € A, existe
vyeAtal queaa vy p <.

Definicién 42 Sean (A, =) un conjunto dirigido, {X,,a € A} un sistema de es-
pacios vectoriales topoldgicos, los cuales podemos asumir que son de Banach, y
supongamos que se satisface que para todo o, f € A tal que a <X [ existe una fun-
cion lineal TI8 Xg — X, y este sistema de funciones {Hg,a,ﬁ € A} satisface
que HgHg, = IIY siempre que o =< B < 7. Por el limite inverso de {X,,a € A},

denotamos a imX,, el subconjunto del producto cartesiano [| X, formado por los
AP a€cA

elementos (o), p tales que 18 (z5) = x4, siempre que a < B.

Si {X4,a € A} es una familia de espacios de Banach, entonces limX,, es un es-

pacio localmente convexo. Esto se debe a que si |-, es la norma en X,, entonces
dado & = (Za)aen € limX, podemos definir la seminorma lz|l, = |zal,, este sis-

o
tema de seminormas induce una topologia en lim X, que lo hace espacio localmente
—

o

convexo.

Sea (A, {||-||,, : @ € A}) un dlgebra m-convexa completa, conmutativa, con unidad
e tal que si o < 3 entonces ||z, < [z, para todo x € A. Consideremos el con-
junto Ker(||-||,) = {z € A :|z||, = 0} el cual es un ideal en A, esto lo tenemos
ya que para € A, y € Ker(|[l,) se cumple que 0 < 2yl < llella [ylla = 0,
y asi zy € Ker(|]|,). Ademds, Ker(|-||,) es cerrado en (A, {|]-||,, : & € A}), pues
para z € Ker(||-]|,), existe (xx) C Ker(]|-||,) una red tal que zy — x en A; esto
tiltimo implica que [lz) — z[[; — 0 para cada 8 € A, en particular [|z) — z, — 0
y como |lz||, < |lex — x|/, + ||za]l, obtenemos que x € Ker(]-|,), de aqui que
A/ Ker(]|-]|,) es un dlgebra normada, donde su norma esta dada por

x + Ker(||- "= inf T+ .
o+ Ker(LIlG = i el

Sea II, : A — A/Ker(]]-|,) definida por II, (z) = = + Ker(]|-||,) para cada
z € A. Como 0 € Ker(|-||,,) se cumple que ||TT, (z)|,, < |=|, y dado que

[2llo = llz+y = yll, < llz+yll, + -yl

para todoy € Ker(|-]|,,) tenemos que ||z||,, < ||TI, ()|, y por lo tanto ||TI, ()|, =
]

Denotamos por A, a la completacion de A/ Ker(]|-||,,). Ao es un dlgebra de Ba-
nach y como I, es sobre (II, (A) = A/ Ker(||-||,,)) cada x € A\ (A/Ker(||-,))
es el limite de una sucesién de Cauchy en A Ker(||-||,); asi que II, (A) es denso
en A,.

Definimos

g Ay Ker (|1,) = A/Ker(|-.,)
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como 118 (:chKer(HoHB)) =z + Ker(||-||,) siempre que o < f3, el cual estd bien
definido pues si z + Ker(|[-||5) =y + Ker(||-[|) entonces

r—y€E Ker(||~H5) c Ker(||]l,)-

Esto implica que x + Ker(||-||,) =y + Ker(||-|,) v ya que I, (zy) =, (z) I, (y)
se cumple que

1o (g (2) g (y) = g (I1s (ay)) = o (2)
o () Ha (y) = 115 (T (2)) 113 (s (y))

por lo que 1T es un homomorfismo de algebras.
Ahora veamos que IIZ es continuo; como |z, < ||z|| 5 para todo z € A, esto

implica que ||II2 (IIg (= H < [[Hg (2)ll5 v ast 12 es un homomorfismo continuo.

Debido a la continuidad de I12 este se puede extender a un homomorfismo continuo
de Ag en A,.
Por otro lado definamos

IT: A—>hmA C JI Aa
A acA

por Il (z) = (IIs (2)),ca Para cada x € A. Es claro que (I, (2)),c, pertenece a
lfmA,, pues I1% (Il (z)) = 112 (m + Ker(||-||ﬁ)) =az+Ker(||-||,,) = Ha (z). Notemos

que IT es inyectivo ya que si II(z) = (Il (7)),cp = O, entonces II, () = 0 para
todo o € A y asi z = 0.
Ademas, hmA es cerrado en [[ Ag:
e a€A
Sea x € @Aa, entonces existe (x)) € @Aa, zy = (z3), tal que x ey

18 (27) < I1% (x7). Esto implica que 2} < 112 (z7) y como z§ 7 Ty el limite es

tnico, por lo que obtenemos que x € limA,.
Por ultimo, observemos que IT (A) es denso en limA,
Sean €’ > 0, (Za),ep € MAL ¥ (Ta) e + Vay X oo X Vo, X [] Aq una vecindad

de (za),cp- Sabemos que existe v € A tal que ||H;l < ||||fy paratodo 1 <i<ny
como II, (A) es denso en A, existe z € A tal que ||z, — IL, (:c)||:/ < ¢’, de donde
||$Oéi - Hai (w)”/al = HH’(L (‘r“/) — 113

Qg

/
(H’Y (x))Hal <M Hmv — 1L, (x)||:/ < M¢'

para algin M > 0. Por lo que II (A) es denso en limA4,,.

Recordemos que [T, (2)||!, = ||z||,, lo cual implica que A y II(A) tienen
topologias equivalentes y asi IT(A) es completo y por tanto cerrado. Concluimos
que A = limA,. Entonces, tenemos el resultado siguiente:

a4
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Teorema 43 Sea A un dlgebra m-convexa, completa, conmutativa, con unidad e.
Entonces, A es el limite inverso de algebras de Banach.

Ademsds, en un algebra A la cual es m-convexa, completa, conmutativa y con
unidad e se cumple la Propiedad de Wiener: x € A es invertible si y sélo si F' (x) =
Z(F)#0,VF € M(A).
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Capitulo 2

Algunos resultados sobre

(Cp (X), 5)

En lo que sigue, consideramos a X como un espacio completamente regular, no
vacio y de Hausdorff a menos que se diga lo contrario.

Una funcién acotada f : X — T se dice que se anula al infinito si dado & > 0,
existe un subconjunto compacto K de X tal que |f ()| < € para cada € X\ K.

Denotamos por B(X) al dlgebra de todas las funciones con valores en el campo
de los nimeros complejos y acotadas definidas en X, por Bo(X) al ideal en B(X)
de todas las funciones con valores en C acotadas que se anulan al infinito y por
Byo(X) al subespacio de By(X) formado por todas las funciones con valores en el
campo de los complejos y con soporte compacto definidas en X.

Sea (Cy(X), ) el dlgebra de todas las funciones con valores en F, continuas y
acotadas definidas en X, con las operaciones algebraicas usuales y dotado con la
topologia estricta [; es decir, la topologia dada por las seminormas:

Hfllg,:jgglf(x)\lw(x)\ f e G(X), v € Bo(X) (3)

Sea (C(X),K) el élgebra de todas las funciones continuas con valores en F
definidas en un espacio completamente regular y de Hausdorff X, con las opera-
ciones algebraicas usuales y dotado con la topologia compacto abierta K; es decir,
la topologfa dada por las seminormas:

£l = sup [£(2)] feCX), Kek (4)
teK

donde K es el conjunto de todos los subconjuntos compactos de X. Esta familia
de seminormas definen una topologia Hausdorff localmente m-convexa sobre C(X).
Observemos que la topologia compacto abierta K la podemos definir por la familia
de seminormas dadas en (3) pero considerando ¢ variando sobre Byo(X).

Las seminormas |||, que definen la topologfa en (Cy(X), ) satisfacen (1) y
asi Cp(X, B) es un dlgebra conmutativa localmente convexa. Esta es completa si X

15
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es un k-espacio (i.e. FF C X es cerrado si y sélo si F' N K es cerrado para todo
compacto K C X, véase Giles [10]). Mientras la familia de seminormas que definen
la topologia Hausdorff sobre C(X) satisfacen (2) y asi (C(X),K) es un dlgebra
localmente m-convexa y completa.

Si X es un espacio localmente compacto, entonces la topologia estricta S en
Cy(X) la podemos definir por la familia de seminormas dadas en (3), pero con-
siderando a ¢ variando sobre el espacio Cy(X) = Bo(X) N Cp(X).

En el caso de (Cy(X), 3), con X completamente regular, tenemos que

M((Cp(X), 0)) = {¢, : @ € X},
donde ¢, (f) = f(z) para todo f € Cy(X). Entonces, podemos escribir
M(Cy(X),B) = X

y dar una correspondencia inyectiva entre X y el conjunto de todos los ideales
cerrados de A via

Por otro lado, tenemos que 9% (Cy(X)) es homeomorfo a la compactacion de
Stone-Cech X de X, donde Cy(X) es isomorfo a C(BX) bajo el mapeo W :
Cy(X) — C(BX) dado por ¥ (f) = f, donde f es la extension de f € Cy(X) a BX
(véase Gillman-Jerison [11], pdg. 88). En Arizmendi-Perez-Roa [5], se prueba que
para cada p € BX\ X tenemos que F,€ IM#(Cy,(X)) donde F, es la evaluacién en
p, es discontinua.

Definicién 44 Decimos que un dlgebra de Banach conmutativa con unidad tiene la
propiedad de la sintesis espectral (p.s.s.) si cada ideal cerrado es la interseccion de
ideales maximos (cerrados, véase Teorema 34). Similarmente, decimos que un dlge-
bra topoldgica conmutativa con unidad A tiene la propiedad de la sintesis espectral
(p-s.s.) st todo ideal cerrado es la interseccion de ideales maximos cerrados de A
de codimension 1, i.e. una interseccidn de espacios nulos de funcionales en 9M(A).

Definicién 45 Sea A un dlgebra topoldgica conmutativa con unidad tal que M(A)
es un congunto no vacto. Para E C M(A) definimos al kernel k(E) como el ideal

cerrado k(E) = (| Z(¢) siempre que E sea no vacio y k(B) = A.
¢pEE

Definicién 46 Sea I un ideal de A, a la envolvente o hull h(I) la definimos como

W(I) = {6 € M(A) : I C Z(6)}.

Es claro que A tiene la propiedad de la sintesis espectral si y sélo si I = k(h(I))
para cada ideal cerrado I de A.

Recordemos que M(Cy(X), ) = X (véase Arizmendi-Perez-Roa [5]), entonces
podemos ver que

E(E)={f € Cy(X): f(x) =0 paratodo z € E},
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si F C X es no vacio, y
h(I)={z e X : f(z) =0 paracada f € I}

si I es un ideal de (Cy(X), B).

Es claro, h(cl(I)) = h(I) si I es un ideal de Cy(X) y asi k(h(cl(I))) = k(h(I)).
También es obvio que I = k(h(I)) si I = Cp(X), (véase Arizmendi-Carrillo-Garcia
3])-

Por otro lado, es importante mencionar que el dlgebra (Cy(X), 8) tiene muchas
propiedades interesantes tales como:

1. (Cp(X), ) es m-convexa si y sélo si By (X) = By (X) (véase Arizmendi-
Carrillo-Garcia [3]),

2. (Cp(X), ) es m-convexa si y sélo si la inversién f — f~1 es continua (véase
Arizmendi-Carrillo-Garcia [4]).

Algunas otras propiedades que cumple el dlgebra (Cy(X), 8) han sido extendidas
a espacios més generales, como por ejemplo, los espacios con peso "weighted spaces
"CV (X) que consisten de todas las funciones complejas y continuas definidas en X,
tales que

1£1l, = sup [f(z)v(z)]
reX

para todo v en una familia Nachbin V' de funciones en X (véase Govaerst [12]).
En Arizmendi-Carrillo-Garcia [3] se prueba que (Cy(X), 8) tiene la propiedad de la
sintesis espectral (p.s.s.). Usando esto, en la secciéon 2.1 probamos que si X es un
espacio conexo y de Fréchet-Urysohn, entonces (C,(X), 8) no tiene ideales propios,
cerrados y finitamente generados. Esto tltimo implica que todo elemento no cero
y no invertible es un divisor topolégico de cero, ya que de la proposicién 2.4 de
Arizmendi-Carrillo-Garcia [3]:

Proposicion 47 Sea A un dlgebra localmente convexa 6 localmente pseudoconvera
y completa, con unidad e. Si a € A es topologicamente invertible y no invertible,
entonces sus inversos topoldgicos laterales b = (by) y & = (cx) son no acotados y a
es un divisor topoldgico bilateral de cero.

Tenemos como consecuencia el corolario siguiente.

Corolario 48 Si f € Cp(X) tal que no se anula en X, entonces fCy(X) es denso
en (Cy(X), ), es decir [ es topoldgicamente invertible; si X es un k-espacio y f
es no invertible, entonces f es un divisor topoldgico propio de cero y su inverso
topoldgico es no acotado.

Demostracion. Sea I = fC,(X), tal que f no se anula en X. Entonces, h(I) = ()
y c (I) = Cp(X); por lo que f es topolégicamente invertible.

Si X es un k-espacio, entonces (Cp(X), ) es un dlgebra localmente convexa
completa con unidad y si ademéds f es no invertible, de la proposicién anterior
obtenemos que en efecto f es un divisor topolégico propio de cero y su inverso
topoldgico es no acotado. m
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2.1. Ideales finitamente generados en(C} (X), f)

En Arizmendi-Carrillo-Garcia [3] se prueba el siguiente resultado:

Teorema 49 Un ideal propio I de (Cy(X),B) es cerrado si y sélo si I =
kE(h(I)). Asi, (Cp(X),p) tiene la p.s.s. Ademds, g € cl(I) si y sdlo si h(I) C Z(g).

Usando este Teorema mads adelante podremos establecer uno de los resultados
importantes de este trabajo.

Definicién 50 Un espacio topoldgico X es de Fréchet-Urysohn (véase Franklin [9])
st para cada S C X, un punto x € cl(S) si y sdlo si existe una sucesion en S que
converge a x.

En particular, todo espacio primero numerable es de Fréchet-Urysohn.
Ahora enunciemos el siguiente lema que aparece en Arizmendi-Carrillo-Garcia
3].

Lema 51 Sean (a,) y (by,) dos sucesiones de reales positivos que convergen a cero,
donde (a,) es una sucesion estrictamente decreciente. Entonces, existe una funcion
continua h : R — R tal que satisface: h(a,) = b, para toda n > 1, h(0) = 0 y
h(t) £ 0 sit #0.

Usando esto, hemos obtenido una relacién entre una propiedad topolégica de
un espacio X y una propiedad algebraica, utilizando resultados sobre el espacio
de funciones continuas y acotadas definidas de X en C, mencionados arriba. Asi,
tenemos la siguiente afirmacion:

Teorema 52 Si (Cy(X), 8) no tiene ideales propios, cerrados, no triviales y finita-
mente generados entonces X es un espacio conexo. A la inversa, si X es un espacio
conezo y de Fréchet-Urysohn, entonces (Cy(X), B) no tiene ideales propios, cerrados
,no triviales y finitamente generados.

Demostracién. Supongamos que X es un espacio disconexo y que (Cy(X), ) no
tiene ideales propios, cerrados, no triviales y finitamente generados. Entonces, existe
una funcién continua y suprayectiva f : X — {0, 1}. Asi, fC,(X) es un ideal propio,
cerrado, no trivial y finitamente generado, lo cual es una contradiccién.
A la inversa, supongamos que X es un espacio conexo de Fréchet-Urysohn.
Sea I = f1Cp(X) + f2Cu(X) + ... + fn.Cp(X) ideal propio finitamente generado
n

y no trivial de Cy(X), con fi, fa, ..., fn. # 0. Tenemos que () Z(f;) es un conjunto
i=1
P+t 1Ll
Ademads, () Z(f;) es no vacio pues en otro caso la funcién invertible | f1|*+...+ | f
i=1

esta en 1.

es una funcién continua y acotada pues cada f; lo es.

cerrado y |fi
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Seaz € 0 ( N Z(fi)) =0 ( U (Z(fl))c> , entonces existe una sucesion (zx),cn C
i=1 i=1

U (Z(f)° tal que x — z, si k — oo. Ademés, |f;(zx)] — 0, parai=1,2,..,n

i=1
, cuando k — oo.

n
Sea f = 1r£1_é<x {lfil}- Como Z(f) = (N Z(f;) tenemos que f(x) # 0 para todo
<isn i=1
keNy ka f(zk) =0.
oo
Podemos suponer, tomando una subsucesién si es necesario, que

1) (f(zr))yen €s una sucesién estrictamente decreciente, y

2) cada sucesién (fi(z’“)) , 1 <1i<n esconvergente.
flzr) keN

Entonces, por el Lema podemos dar una funcién continua h : R — R dada por
h(f(xx)) = by paracada k> 1, h(0) =0 y h(t) #0, sit# 0, donde (by),cy €8
la sucesién definida como

2 2
bop—1 = ——7— bop = ———— k>1.
2k—1 Akt )7 y 02k 4k +3)7 para R =2
Es claro que la sucesién (sen (m))kg\[ es no convergente.

Probemos que el ideal I = f1Cy(X) + f2Cp(X) + ... + fCp(X) no es cerrado.
Definimos la siguiente funcién

o) — f(z) sen ﬁ si f(x)#0
9(z) { 0 (hf ) i f(o) =0

Sea y € X. Si f(y) # 0, entonces g es continua en y, ya que f(x) y sen(x) son
funciones continuas acotadas y h(x) es una funcién continua. Por otro lado, si
fly) = 0, tenemos que g(y) =0 = ;%g (z) donde ilg;f(x) =0y l|g(z)] < |f(2)]
para todo x € X.

Entonces, g es una funcién continua y acotada en X y con esto h(I) = Z(f) C
Z(g). Asi, por el Teorema 49, g € cl().

Si I es cerrado, entonces g = f1hy + foho+...+ fnh, para algunas hq, ho,....h, €

Cyp(X).
Esto es,
1 S (z) fa (z) fn ()
sen = hi (z) + ho () + ... + hy, ()
<h(f($))) f(x) f(z) f(x)
si f(x)#0.
De donde, (J;}(f:)) hi (zg) + J;Q(f:)) ho (k) + ... + f;((xx:)) h,, (xk))kGN es una
sucesiéon convergente y la sucesién (sen (m))k v es no convergente, lo cual
' €

es una contradiccién. Por tanto, I no es cerrado como queriamos. B
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2.2. Sucesiones de funciones en (Cj (X), ).

Ahora vamos a definir y enunciar algunas propiedades importantes que se tienen
acerca del espectro de un elemento y para eneadas de elementos. Ademads consider-
amos algunos resultados relevantes en (Cp (X)), 8) sobre dichos espectros para ver
la importancia que tiene el Teorema que se da al final de la seccién; donde si X
es un espacio seudocompacto, entonces todo homomorfismo lineal y multiplicativo
definido en (Cy (X), ) es continuo en subélgebras numerablemente generadas.

Definicién 53 Sea A un dlgebra topoldgica con unidad. Dado x € A definimos el
espectro de x como

o(z) ={N € C: (Ae—1x) no es invertible en A},
el espectro topolégico de x es
or(z) ={A € C: (e —2x) no es topoldgicamente invertible en A},
y si M(A) # 0 el espectro funcional es
om (z) ={F(z) : F € M(A)} = & (M(A)),
mientras que denotamos por
om# (z) =2 (M*(A)) .

Observemos que en A un dlgebra topolégica con e y tal que 9(A) # 0, siem-
pre tenemos que o9 (a) () C 0¢(x) C o (v) ya que todo elemento invertible es
topolégicamente invertible, lo que nos da la segunda contencién; mientras que si
A € ogm(a) (x), entonces A = F(z) para alguna F' € M(A), lo cual implica que
x — F(z)e € ker(F') el cual es un ideal méximo cerrado, de donde obtenemos la
primera contencién.

En un élgebra de Banach conmutativa con unidad se da la igualdad de los
tres espectros, al igual que para un dlgebra m-convexa, conmutativa, completa, con
unidad (véase Perez [15]).

Mientras que para eneadas de elementos en A un dlgebra topolégica con unidad
e tenemos definido lo siguiente:

Definicién 54 Sea (21,2, ...,7x) € AN decimos que
i) (x1,%2,...,xN) es regular si el ideal 1A+ x9A+ ...+ N A no genera todo A,

ii) (x1,%2,...,2N) es regular topolégico (regular top.) si

T1A+ A+ ... +onyA=A;

es decir, existe una red de eneadas (y[l,k]’y[’z,/\]’""y[N,A]),\ € AN tal que

T1Yyp o T 22Ypn T - TEINYy,, CONVETGE G €.
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La definicién del primer inciso corresponde al equivalente a ser invertible, mien-
tras que el segundo a la invertibilidad topolégica ambos para un elemento.

Observacién 55 Si (z1,72,...,2x5) € AN es regular, entonces (v1,z2,...,TN) €s
reqular topoldgico en AN .

Un resultado importante e interesante con respecto a estas definiciones es el
Teorema de Arens que se enuncia a continuacién, el cual puede encontrarse en
Zelazko [20].

Teorema 56 (Arens) Sean A un dlgebra topoldgica m-convexa, conmutativa, de
Fréchet, con unidad e y (z1,%a,...,xN5) € AN. Entonces,

(Hn (1‘1) ) Hn (.132) PRREE) Hn (xN))
es regqular para cada n si y sélo si (x1,Ta,...,xN) es reqular en A.

Ahora, al igual que para un elemento, podemos definir diferentes espectros para
una eneada de elementos.

Definicién 57 Sean A un dlgebra topoldgica conmutativa con unidad e y T =
(71,22, ...,xN) € AN. Definimos

_ ()\1,)\2, ,)\N) € (CN : (5171 — )\16,1‘2 — )\26, ey TN — )\Ne)
o(r) =
no es reqular en A

()\1,)\2,...,)\1\[) S CcN . g: (ZEZ — )\16) Yi ¢ G(A),

=1 ’

v(ylay27 7yN) € AN

O¢ (i’) =

()\1, Ao, ...,)\N) < CN . (CEl — e, T3 — Al .o, TN — )\Ne)
no es reqular top. en A ’

om (7) = {(F(21), F(22), .., F(an)) : F € M(A)} =7 (M(4)), y

om# (Z) = {(F(21), F(22), .., F(zN)) : F € M¥(A)} =T (M#(A))

Podemos ver que siempre se tienen las contenciones:
om (Z) C o (T) Co ()

En dlgebras de Banach tenemos la igualdad entre estos espectros; esto es, ya que
en este caso los funcionales lineales multiplicativos sobre A son continuos, entonces
om () = ogp# (T). Ademds, como ooy (Z) C 0 (T) C o (T) nos resta mostrar que
o (T) C ogm (T): si tomamos (A1, A2, ..., An) € o (T), por definicién (z7 — M\e) A +
(xg — Me) A+ ... + (zy — Aye) A = I es un ideal propio de A y estd contenido
en un ideal méximo M. Sea Fy; : A — A/M, a — [a], Fas es un funcional lineal
multiplicativo y continuo, y dado que (z; — A;e) € I tenemos que Fy (z;) = A;
como queriamos.

Ademas, de Perez [15] tenemos el siguiente resultado:
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Proposicion 58 Sea A un dlgebra m-convexa de Frechét, conmutativa y con unidad
e. Entonces
o (Z) =04 (T) = om (T).
Mientras que si consideramos a (Cy(X), 3), con X un espacio completamente
regular, sabemos que MM (Cy(X), 5) = X, de donde

Oom (flva,"'va) =0Xx (fl?fQ?"'?fN) = {(fl (p)va (p),va (p)) YRS X}

para cada eneada (f1, f2,..., fn) € (Cp(X))V. Ademss, en Perez [15] tenemos el
siguiente resultado:

Corolario 59 Sea (f1, fo, ..., fn) € (Cy(X))N. Entonces,

Ot (flaf?a"'a.fN) =0X (fl7f23"'afN) Cel (UX (flaf?a"'afN)) C 0(f17f27'-~7fN)-

Por otro lado, en esta dlgebra no se cumple que

o (f1, fay s fn) = 0 (f1, for s fN) -

El problema fundamental del dlgebra lineal sobre el campo de los nimeros com-
plejos es encontrar solucién a sistemas de ecuaciones lineales de la forma Bx = v,
para B una matriz de n X n con coeficientes en C y y es un vector dado. Como
sabemos, en dimension finita, las soluciones de este sistema dependen de la invert-
ibilidad de la matriz B que es lo mismo que pedir que su determinante sea distinto
de cero.

Sin embargo, para dimensién infinita no podemos generalizar este concepto. Por
otro lado, encontrar soluciones a este tipo de sistemas en dimensién finita, la teoria
espectral la podemos reducir a encontrar valores propios y que podemos relacionar
con la invertibilidad si estamos considerando un &lgebra de Banach con unidad.
Donde, los valores propios de un operador definido en un &lgebra de Banach con
unidad, con respecto a un vector propio fijo, van a formar el espectro de dicho
vector. Asi, este concepto lo podemos generalizar a dimensién infinita.

Pero atin no conocemos resultados que nos permitan caracterizar al espectro para
sucesiones infinitas de elementos de un dlgebra topoldgica. En relacién al espectro
de una eneada en W. Zelazko [19] se prueba lo siguiente:

Teorema 60 Sea A un dlgebra m-convexa compleja conmutativa metrizable y com-
pleta con unidad e, y sean w1, T, ..., v, € A. Para cada F € ¥ (A) existe f € IM(A)
tal que F (xz;) = f(x;) parai=1,2,..,n.

Por lo regular tenemos resultados relacionados con el espectro para algebras m-
convexas y eneadas de elementos. Aunque (Cy(X), 8) no siempre es un slgebra m-
convexa, nos podemos preguntar si se puede dar una propiedad similar a la anterior
en dicha &dlgebra?

En este caso probamos un teorema para (f,,),-, una sucesién de funciones en
(Cp(X), B) cuando X es un espacio seudocompacto.
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Teorema 61 Sea X un espacio seudocompacto y sea (fl)zoi1 una sucesion de
funciones en Cy(X). Entonces, para todo F € IM#(Cy(X)) existe otro funcional

G € M(Cyp(X), B) tal que F(f;) = G(fi), para todoi=1,2,...

Demostracién. Sea I € I (Cp (X)) )N\IM(Cy(X), B3), entonces existe p € SX\X
tal que F(f) = f(p), para toda f € Cp(X), donde f es la extensién continua de f

a BX. Dada (f;);=, una sucesién de funciones en Cy(X), sea fn la extension de f,,
para cada n = 1,2, ..., entonces definimos

In = fn—fn (p)
y . _
hn = 9n - gn
para n = 1,2, ..., donde por g, denotamos a la extensién de g, a BX y g, es la

funcién conjugada de g,.
Cada h,, es una funcién real-valuada, y su restriccion h,, a X estd en MP* (véase
Notacién 22, y Gillman-Jerison [11]).
Por otro lado, como el espacio X es seudocompacto, Por los teoremas 17 y 18
o0
(véase Gillman-Jerison [11]) tenemos que MP* es un ideal real y con esto (| Z(hy) #

n=1

(0. Ademsds, existe p’ € X tal que
0= hn(p) = hn(p) = Gul®') = gn (') = fu®') = Fu(p)
ya que Z (h~n> =Z(gn) =2 (g:n), lo cual implica que

F(fa) = falp) = fa®) = G(fa)

para cadan = 1,2, ..., donde G € M(Cy(X), B) esta definido por G(f) = f(p’) para
todo f € Cp(X). m

Ejemplo 62 Sea [0,9Q) el espacio de todos los nimeros ordinales menores que el
primer ordinal no numerable €, dotado con la topologia del orden. FEste espacio
tiene la propiedad, bien conocida, de que cualquier funcion compleja y continua f
en [0,9) es eventualmente constante, esto es, es constante en algin conjunto [a, ).
Ast, f tiene que ser acotada y por tanto C([0,Q)) = Cp([0,Q)). Es facil ver que la
topologia estricta 8 dada en Cy([0,Q)) coincide con la topologia compacto abierta
k, de donde (Cy([0,9)),8) es un dlgebra m-conveza. (Cy([0,12)),3) tiene sélo un
funcional lineal multiplicativo no continuo Fq dado por

Fo(f) = f(a)

Sea (fn)r, una sucesion en Cp([0,%2)). Entonces, f, es constante en algin

congunto [a,,Q), sea a = sup{a, } < Q. Entonces, tenemos que cada funcion f, es
neN
constante en algin conjunto [a, Q). Ademds, obtenemos que el funcional F, dado

por
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es el funcional continuo, dado por el teorema anterior, tal que

Fa(fn) = Fa(fn)

para todon =1,2,...



Capitulo 3

Sobre las algebras C)(X, A) y

En la primera seccién de este capitulo empezamos por dar algunos resultados
que aparecen en J. Arhippainen [1] y que utilizamos m&s adelante. En la segunda
seccién definimos las algebras Cy,(X, A) y Cp(X, A), donde (A, ||-||) es un &lgebra de
Banach (o un dlgebra m-convexa) y X es un espacio de Hausdorff, completamente
regular. Mientras que en la tercera parte damos un homomorfismo relacionado con
estas algebras de funciones. En las secciones 4 y 5 hablamos de la m-convexidad de
este tipo de dlgebras dotadas con la topologia del supremo 6, en su caso, la estricta.
Nuestro propdésito es ver como se comportan los ideales maximos de dichas dlgebras.
Por 1ltimo, en la seccién 6 veremos algunas propiedades de estos espacios en cuanto
a espectros e invertivilidad.

Cabe senalar que todos los resultados que se dan en este capitulo, tales que no se
menciona referencia alguna y con excepcién de la primera seccién, son el resultado
del arduo trabajo al tratar de ver el comportamiento de los ideales méximos de las
algebras Cp(X, A) y Cp(X, A) y la caracterizacién de los elementos invertibles en
estas algebras.

3.1. El espacio de ideales maximos en algebras lo-
calmente m-convexas

En esta pequena seccién daremos algunas definiciones y resultados sobre el es-
pacio de ideales méximos del dlgebra C(X, A) de todas las funciones continuas
definidas en X con valores en un #dlgebra m-convexa A, y que se tienen en J. Arhip-
painen [1] .

Empezamos por considerar a X como un espacio de Hausdorff y completamente
regular, y por A a un dlgebra localmente m-convexa, conmutativa, compleja y con

25
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unidad e. Sea P = {p) : A € A} la familia de seminormas que definen la topologfa
en A, la cual denotamos por 7p. Ademds, supongamos que 7p es una topologia de
Hausdorff (es decir, py (x) = 0 para todo A € A si y sélo si z = 0).

Definicién 63 Sean Y y Z dos espacios vectoriales topoldgicos y T' una coleccion
de funciones lineales definidas de'Y en Z.

1. Decimos que I' es equicontinuo si para cada vecindad W de 0 en Z existe una
vecindad V' de cero en'Y tal que F(V) C W para todo F € T'; es decir, Vo € Y
y cada vecindad W de F(x) en Z existe una vecindad V de x en'Y tal que
F(V) C W para todo F € T.

2. Si ademdas pedimos que I"sea un espacio topoldgico, decimos que T es localmente
equicontinuo si para cada F' € T' existe una vecindad U de F en T' tal que U
es un conjunto equicontinuo.

Por ejemplo, si A es un slgebra topolégica tal que M(A) # 0 y consideramos
a este espacio dotado con la topologia débil estrella w*, tenemos que 9M(A) es
localmente equicontinuo siempre que para cada F € 9MM(A) existe V(F, 21, ..., &y, )
vecindad de F tal que es equicontinuo.

Definicién 64 Denotamos por C(X, A) al espacio de todas las funciones continuas
A-valuadas definidas en X, dotado con las operaciones algebraicas puntuales.

Sea K una familia de subconjuntos de X tal que es una cubierta compacta de X,
la cual es cerrada bajo uniones finitas. Sean K € K y A € A, donde A es el conjunto
dirigido bajo el cual esta indexada la familia de seminormas P = {py : A € A}
que definen la topologfa en A. Entonces, podemos definir una seminorma pg,») en
C (X, A) dada por

pucy) () = sup (pA (£ (1)), f € C(X, A).

Consideremos al conjunto P(K,A) = { pk.) : K € K, A € A}, y notemos que
{(K,\): K€ K, A€ A} es un conjunto dirigido bajo la relacién

(K17)\1) < (K27>\2) siy s6lo si A < Ag y K, C Kg,

y asi P(K,A) es una familia dirigida de seminormas. Esta familia P(K,A) define
una topologia localmente m-convexa y de Hausdorff en C(X, A) a la cual denotare-
mos por T (K, A).

Ademas, observemos que si K coincide con el conjunto (X) de todos los sub-
conjuntos compactos de X, entonces T (K, A) es la topologfa compacto-abierta
definida en C'(X, A).

Sean t € X y F' € M(A) dados. Podemos definir el mapeo

du,ry  C(X,4) - C

definido como ¢, ) (f) = F(f(?)), f € C(X, A). Es claro que ¢, py € M(C(X, A))
ykergy g ={f € C(X,A): f(t) Eker I ©
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Por otro lado, definimos la funcién
p: X XIMA) - MC(X,A), T (K,N))

dada por ¢ (t,F) = ¢, p) para cada (t,F) € X x M(A). Con respecto a esta
funcién tenemos lo siguiente, véase J. Arhippainen [1]:

Teorema 65 La funcion ¢ definida arriba es una biyeccion de X x 9M(A) en
M(C(X,A), T (K,N)). Ademds, la funcion inversa =% es continua y ¢ es con-
tinua si M(A) es localmente equicontinuo.

Gracias a este Teorema también tenemos el siguiente corolario, para su demostracién
véase J. Arhippainen [1] .

Corolario 66 FEl espacio M(C(X,A), T (K,A)) es homeomorfo a X x IM(A) si
M(A) es un conjunto localmente equicontinuo.

Por lo que si (A, ||-||) es un dlgebra de Banach y consideramos al dlgebra C(X, A)
dotada con la topologia compacto abierta K, entonces 9(A) es compacto, donde
M(A) esta dotado con la topologia débil estrella w*, y por tanto MM(A) localmente
equicontinuo, y M(C'(X, A),K) =2 X x M(A).

3.2. Las algebras Cy(X,A) y C,(X, A)

Definicién 67 Sean (A, |||) un dlgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y X
un espacio completamente regular, de Hausdorff y compacto. Por (C(X,A), ||l )
denotamos al dlgebra de todas las funciones continuas A-valuadas y definidas en X,
dotada con la topologia del supremo

3

[fllse = sup [ ()]
reX

feC(X, A).

Notemos que la topologia dada arriba estd bien definida pues estamos con-
siderando a X como un espacio compacto.

Sea X un espacio completamente regular y de Hausdorff, consideremos las dos
dlgebras topoldgicas siguientes:

Definicién 68 Sea (A, |-||) un dlgebra de Banach, conmutativa y con unidad e.
Definimos

Co(X,A)={f: X > A: [ es continua ysup|/f(z)] < oo}, y
reX

Co(X,A)={f: X —A: f escontinuay f(X) es compacto en A}.

A estas dos algebras las dotamos con la seminorma del supremo

1flloe = sup I ()]
zeX
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La importancia de definir el dlgebra Cp,(X, A) radica en que

como veremos mas adelante.
Ademss, tenemos las siguientes afirmaciones:

Proposicién 69 Sean X un espacio completamente reqular, de Hausdorff y (A, ||-]])
un dlgebra de Banach, conmutativa y con unidad e. Entonces, (Cy(X, A),||-||o) es

un dlgebra de Banach.

Demostracién. Sea (f,) C Cy(X, A) una sucesién de Cauchy con respecto a ||-|| .
Entonces, (f, (x)) es una sucesién de Cauchy en A para cada zeX, pues

[fn (2) = S (@) < W fn = Finllos -

Por lo que, dado z € X tenemos que f,(z) — f(x) paraalgin f(z) € A

tnico. Por otro lado, dado € > 0 se cumple que
”fn - fMHoo = sup ”fn (x) — fm (x)” <e
zeX

VYn,m > N(e) para algtiin N (e).
Si fijamos m y hacemos crecer n obtenemos

1f(z) = fm (@) <€ Vz, Vm > N(e), (5)
De donde:

a) f es una funcién acotada:

De (5) tenemos que || f (z) — fm (z)|| <& Vz. Como f,, es acotada y por la
desigualdad del tridngulo se cumple que

If @) < e+ lfm (@) <&+ Mp

para algin M,, > 0 y Vz. Por tanto podemos hablar de | f — fu. ||, Vm € N.

b) f es continua:

Tomemos £, entonces existe N(5) tal que ||f — fullo < 5 si n > N(5).

Sea n > N(5) fija, por ser f,, continua en z existe U(z), una vecindad de z
en X, tal que ¥y € U(a), |lfu (2) — fu )]l < 5.

Siy e U(x),
17 @ =S @I < 1@ = fa @]+ 1 @) = L2 @)+ 1 @) = S0 @]
< WSl 5+~ fale < s +5+5 =<

con lo que en efecto f es continua en x, para cada z € X.
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Podemos concluir que (Cy(X, A), ||-||,) es un dlgebra completa como querfamos
ver. W
De manera similar se cumple lo siguiente.

Proposicién 70 Sean X un espacio completamente regular, de Hausdorff y (A, |||
un dlgebra de Banach, conmutativa y con unidad e. Entonces, (Cp(X, A), ||| ) €s

un dlgebra de Banach.

Para demostrar esta afirmacién primero veamos lo siguiente.
Dado X, la compactificacién de Stone-Chec de X, sabemos que X cumple lo
siguiente, véase Engelking [8], pdg. 173.:

Teorema 71 Para cada funcién continua f : X — K, tal que K es compacto,
existe una tunica extension f: X — K de f, la cual también es continua.

Gracias a esto podemos definir la siguiente funcién

H: (Cp(X, A), []lo) = (C(BX, A), [[]lo0) (6)

dada por H(f) = ]ch

Entonces H cumple:

i) H es isomorfismo:
Demostracién. H es inyectivo, pues si f # g en (Cp(X, A),||-||,) existe
zg € X tal que f(zg) # g(zp); por lo tanto, de la definicién de f y g
tenemos que f(zo) = f(zo) # g(wo) = g(wo) y asi f #g.
Por otro lado, es claro que H es sobre y por unicidad (véase Teo. 71) f/—T—/g =
f+9y f-g=f-g. m

ii) H es una isometria, por ser X denso en X y de la definicién de la norma

s va aue £l = [7]|_.

ili) H es un homeomorfismo, pues dado U C C,(X, A) abierto, también H(U) es
abierto en C(8X,A) por ser H isomorfismo e isometria.

De esto ultimo, ya que H es un homeomorfismo y
(Co(BX, A), |I-lo) = (C(BX, A), ]l )

por ser X compacto, concluimos que en efecto (Cp(X, A), ||-|| ) es un dlgebra de
Banach.
Ademsds, con respecto a los ideales méximos cerrados tenemos:
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Proposicién 72 Sean X un espacio de Hausdorff, completamente reqular y (A, ||-||;)
un dlgebra de Banach, conmutativa y con unidad e. Entonces

M(Cp(X, A), [l o) = MC(BX, A), |-l o) = BX x M(A).

Demostracién. Esta afirmacién se da ya que la topologia dada por la norma
|||, en C(BX,A) es equivalente a la topologia T(K = {#X},A = {1}), donde
[fllo = [Ifllgx: ¥ por ser M(A) equicontinuo, por el Corolario 66 (también
véase J. Arhippainen [1]) y el homeomorfismo anterior obtenemos que en efecto
BX x M(A) = M(C(BX, A, ||-|.0) = M(Cy(X, A), ||..). m

Ahora definamos otra topologia en Cp(X, A), la cual también es de interés en
este trabajo.

Definicién 73 Sean X un espacio de Hausdorff completamente regular y (A, ||-|)
un dlgebra de Banach, conmutativa y con unidad e. Definimos en Cy(X,A) la
topologia estricta 8 dada por las seminormas

11, = sup [[¢(z) f ()] < oo,
zeX

donde ¢ € By(X).

Estas seminormas hacen a Cp(X, A) un dlgebra localmente convexa.
3.3. Un Homomorfismo definido en Cj(X, A)

Antes de dar un homomorfismo que nos servird para obtener otro resultado
importante de este trabajo, mencionamos algunos aspectos bésicos sobre algebras
de funciones que se mencionan en Royden [18] y otros resultados que aparecen
en Rickart [16]. Esto es para poder mostrar que si A es un algebra conmutativa,
semisimple, de Banach y X es un espacio seudocompacto entonces MM (Cy(X, A)) =

—

BX x M (A) siy sélo si Cp(X, A) cumple cierta propiedad (5).

Definicién 74 Definimos un dlgebra de funciones A como una coleccion de fun-
ctones con valores en el campo de los numeros complejos definidas en un conjunto
X, tales que la suma y el producto (definidas puntualmente) de dos elementos de A
también estan en A. Decimos que un dlgebra de funciones A es semi-adjunta si la
conjugacion compleja de cada elemento en A estd también en A.

Ademsds, cuando hablamos de algebras de funciones, supondremos que A separa
los puntos de X y que A contiene a las funciones constantes, 1€ A, por lo que si
A es un élgebra de funciones también la podemos ver como un dlgebra con unidad
sobre el campo de los numeros complejos.

Definicién 75 Si X es un espacio topoldgico, decimos que A es un dlgebra de
funciones continuas si A es un dlgebra de funciones, cumple con lo anterior y cada
f € A es continua.
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Por ejemplo, C(X) el dlgebra de todas las funciones continuas con valores en
el campo de los numeros complejos y definidas en el espacio topolégico X es un
dlgebra de funciones continuas semi-adjunta.

Observe que pedimos que A separe los puntos de X para asegurar que A no
contenga sélo a las funciones constantes. En este caso, es claro que X C 9% (A).

Proposicion 76 Sean X un espacio completamente regular y A un dlgebra de Ba-
nach, conmutativa, semisimple y con unidad e. Definamos la funcion:

T : Cy(X,A) = Cp(X x M(A)) 2 C(B(X x M(A)))

dada por T(f) = f, donde f(x,F) = F(f(z)). Entonces, tenemos las siguientes
afirmaciones:

1. T es un homomorfismo de algebras,
2. T es inyectivo, y

3. Si A=C(Y) y en A consideramos la topologia del supremo, tenemos que T
es sobre.

Demostracion.

1. Mostremos que en efecto T es homomorfismo de algebras:

o) T(f+g)=F+3 puesT(f+g)=F+g v
Fro@F) = F((f+9)(2)=F(f(z) +g(z))
= F(f@)+Fl(g@) = (F+3) (@, F)

para todo (z,F) € X x MM (A).
D) T(f-9)=F 3 yaaqueT(f-9)=F-g ¥

—

T F) = F((f9)@)=F(f(z) 9(x))
= F(f(@)- Fg(@) = (J-3) (=, F)

para cada (x, F) € X x M (A).
¢) T(Af) =AJ. pues TAf) =Af v

o~

(@, F) = F(M) (2) = FOf(2)) = AP(f(2))) = (AF) (2, F)
siempre que (z, F') € X x M (A).

2. Para ver que T es inyectivo, sean f,g € Cp(X, A), tales que T(f) = T(g).
Entonces, f(z, F) =gz, F) V(z,F) € X x M(A). Esto dltimo implica que
F(f(z)—g(x))=0V(xz,F) € X x M(A), y como A es semisimple tenemos

que f(z) = g(z) para todo z € X. Por tanto, T es un homomorfismo inyectivo.
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3. Notemos que si A = C (Y), con Y un espacio compacto, y dotamos a esta

dlgebra con la topologia del supremo, tenemos que A es semisimple y D (A) =
Y. En este caso veamos que en efecto T es sobre: dadas estas hipdtesis tenemos
que

T:Co(X,C(Y)) - Cp(X xY)2C(B(X xXY))

donde para cada f € Cyo(X,C(Y)), festal que f: X — CY) y esta
dada por z —— (f, : Y — C), por lo que T esta definida como T'(f) = f y
Flz,y) = foly).

Sea g € Cp (X xY). Para cada € X definamos g, : ¥ — C, dada por
9= (y) = g(z,y) Vy € Y. Entonces, g, esta bien definida para todo z € X y

sup |ga, (y)| = sup [g(zo,y)| < sup  [g(z,y)| < o0
yey yey (z,y)EX XY

para cada xg € X. Ahora, si (yx) C Y es una red tal que y ~yen Y, se

cumple que (xg,y)) N (zo,y) en X XY y asi

1920 (Y2) = 920 (Y)| = 19(z0, y2) = 9(20,y)| - 0

por ser g es continua. Por lo tanto, ¢,, es continua y acotada Vzy € X.

Ahora, definamos h : X — C(Y) por h(zr) = g,. Afirmamos que h es
continua:

Seane > 0,z9 € X,y € Y, V, (x) una vecindad de =y en X y U, una vecindad
de y en Y tales que g(V, (o) x Uy) C B: (9(z0,y)); esto dltimo lo obtenemos
de la continuidad de g. Entonces, {U, : y € Y} forman una cubierta abierta
de Y,y como Y es compacto, existe {U,, : 1 <4 < n} una subcubierta finita

n
de Y. Sea V = (1 V,, (z0), el cual es una vecindad de z en X. De aquf que
i=1

g(V xU,,) C Be(9(xo,v;)) y con esto, dado z € V

[h(z0) = h(@)lle = 920 — 9alloc = SUP |90 (¥) — 92(y)]
yey

sup |g9(zo,y) — g(z,y)| < 2
yey

de donde obtenemos la continuidad de h.

Por otro lado, h es acotada ya que

sup [[h(2)], = sup [|gzllo, = sup (sup Igz(y)l>
rzeX rzeX zeX \yeYy
< sup  [g(z,y)| = llgll, < o0
(z,y)EX XY

con lo que T'(h) = g y T es sobre como queriamos ver.
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Con esto, tenemos que
Cy(X,C(Y)2Cy(X xY)2C(B(X xY))

T M* (Cy (X, C(Y))) =M# (Cy, (X xY)) =B(X xY).

Observacién 77 Como (Cy (X xY),|[|.) = (C(B(X xY)),|[l) v dados f €
Cy (X, C(Y)) yt e X se cumple que

[flloc = sup IF @)l = [(FED )]

para todo y € Y, lo que trae como consecuencia que

Il swp |70 =|

(t,y)eX XY

f

.

A la inversa, para cada x € X

I @)l = suwp [(F) W< sup 1)) = ||F]
yey (t,y)eX XY o0
entonces || fll, = HfHOO

Por lo tanto, la funcion
T: (G (X,C(Y)), [Illoe) = (Co (X XY, [l o) = (C(B(X xY)), [l )

dada por T(f) = f, donde f(x,F) = F(f(x)), es una isometria y ademds es una
funcion continua por ser'Y un espacio compacto.

Sea A un dlgebra conmutativa, semisimple, de Banach y con unidad e, entonces
esta dlgebra es un &lgebra de funciones A C C(Y'), donde Y = 9 (A4) es compacto.
De la proposicién anterior tenemos que el homomorfismo

T: Cyp(X,A) = Cp(X x M(A)) = C(B (X x M(A4)))

dado por T'(f) = f, donde f(:c, F) = F(f(x)), es inyectivo y como

T (Ch(X, A)) = Cp(X, A) C Cp(X x M(A)) = C(B (X x M(A))),

para X un espacio seudocompacto también se cumple que C(5 (X x M (4))) =

C(BX x M(A)) y asi B = Cy(X,A) es subdlgebra de (C(SX x M (A)), |||l )
Afirmamos lo siguiente:

Proposicion 78 Sean X un espacio de Hausdorff, seudocompacto y A un dlgebra

conmutativa, semisimple, de Banach y con unidad e. Entonces, B = Cp(X, A) es
dlgebra de funciones continuas en [X x M (A).
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Demostracién. Para demostrar esta afirmacién nos basta con probar que B con-
tiene a las funciones constantes y que separa los puntos de X x 9 (A).

Primero, notemos que para cada a € A tenemos definida una funcién H, que
incluye a Cp(X) en Cy(X, A) de la siguiente manera:

Cy(X) &8 Cy(X, A)
f— f()a:X—A

donde (f (-)a) (z) = f (x)a. De aqui que Cy(X) = @ (M (A)) Cy(X), y C(BX) =
Cho(X) = T (Cp(X, A)).

(a) B contiene a las constantes ya que si ¢ € C, la funcién constante ¢ esta dada

por g(/~)z4 :B(X xM(A)) — C, donde™ indica, como siempre, la extensién
af(XxM(A)y c(-)ea(x,F)=F(c(x)ea) = F(ces) =c.

(b) Como X es un espacio seudocompacto obtenemos que
B(X xM(A)) =B(X) x M(A)

(véase Apéndice ). Asi, B separa puntos de 5 (X x M (A)):
Sean (p, F'), (¢, G) elementos distintos de SX x M (A).

Si p # q existe fe C(BX) tal que f(p) + f(q); en este caso consideremos la
funcién

f|;86,4 cef{gea(M(A)Cy(X):aec A} C B.
Entonces, f |x (e (p, F) = f(p) Flea) = F(0) # F(a) = [(2) G (ea) =
flx ()ea(a,G).
Si F # G, como A es semisimple existe;q\e A tal que F' (a) # G (a) y en este
caso podemos considﬂ a la funcién 1 (-) @ donde 1 (-) es la constante 1. Con
esto obtenemos que 1 ()a (p, F) =1(p) F(a) = F(a) #G(a) =1(q) G (a) =
1()alg. Q).

[
De este modo, por la proposiciéon 5 de H. L. Royden [18]:

Proposicion 79 Sea A un dlgebra de funciones continuas en un espacio compacto
Y. Entonces Y = 9MM# (A) siy sélo si A cumple la propiedad (B).

Donde la propiedad (8) pide lo siguiente:
(B) Si f1, fa, .., f € A sin ceros en comun, entonces existen gi,g2,...,gn € A
tales que g1f1 +g2fa + ... + gnfn = 1.

Obtenemos el siguiente resultado, el cual nos ha dado otra condicién para el
estudio del espacio de ideales maximos en Cj(X, A):
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Proposiciéon 80 Sean X wun espacio de Hausdorff, seudocompacto y A un dlge-

bra conmutativa, semisimple, de Banach y con unidad e. Entonces, B = Cp(X, A)
es dlgebra de funciones continuas en X X M(A) =Y wun espacio compacto, y

—

M# (Cy(X, A)) = B(X x M(A)) = BX x M(A) si y sélo si Cp(X, A) cumple la
propiedad (8) (6 lo que es lo mismo si y sdlo si Cp(X, A) cumple la propiedad (5)).

Demostracién. Esta afirmacion se da por la proposicién dada anteriormente, y ya
que el homomorfismo 7T, definido antes, es inyectivo tenemos que

M# (C(X, 4)) = M (Cy(X, 4)).

Adems4s, por la proposicién anterior, CIIX,\ A) cumple la propiedad () si y sélo si
M# (Co(X, 4)) = M (Cy(X, 4)) = B(X x M (4)) = BX x M(4) m
De manera que nos queda por ver que condiciones sobre X y/o A necesitamos

pedir para que Cy(X, A) cumpla la propiedad (3).

3.4. Sobre la m-convexidad de Cy(X, A) y C,(X, A)

En esta seccién damos elementos interesantes que hemos obtenido sobre la m-
convexidad de algebras del tipo (Cp (X, A), ), las cuales son nuestro objeto de
estudio, donde A es un dlgebra m-convexa.

Para empezar, recordemos lo siguiente:

Sea (A, {||-||,}, @ € A) un dlgebra m-convexa, completa conmutativa con e. En-
tonces dada (A, {||-||,, : @ € A}) , se tienen los morfismos de algebras

I, : A—>Aa:A/?e—r\H-||a,y
me . Az — A,

y estos son continuos para cada a, 3 € A, con a < 3; donde cada (Aa, ||||'a) es un
dlgebra de Banach y ||[z]||/, = ||z||, para cada x € A. Ademss, la topologia de A
coincide con la topologia mas débil que hace continuos a los morfismos {II,, : @ € A}.
Asi, tenemos
hinAa =A
Ademéds, I (z) = H’gOHg(.’E) Va< B <y vy Ho(x) =08 oTlg(x) Va<p,
Vx € X . Por otra parte,

A={2=(Ta)acr € [[ Aua:ra =18 (z5) Ya < B}
acA

Entonces, podemos definir dos dlgebras m-convexas. Primero definimos y estu-
diamos propiedades del algebra

f:X — A [ es continua ysup || f(z)|, < o }
reX

para cada o € A

(X, A, ([ € A) = {
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y posteriormente de

(Cp(X, A) Al lg00frx € A) = {f : X — A : fescontinuay f(z) es compacto en A}

Observacién 81 Si consideramos las dlgebras (Cyp(X, An), ||'l,.00)s @ € A, estas

son de Banach; esto es, por ser (Aa, H||;) un dlgebra de Banach para cada o € A,
limA, = A y por la seccion anterior.

e

Asf, con respecto al dlgebra (Cy(X, A), {[|||, o}, € A) hemos demostrado lo
siguiente:

Proposicion 82 Sea (A, {||-||,},a € A) un dlgebra m-convexa, completa conmuta-
tiva con e. Entonces, (Cp(X, A), {[|*[|4.00 1> @ € A) = Hm (Cp(X, Aa), [l 4 o), donde

limA, = A.

Demostracién. Dados f € Cp(X,A) y 5 € A, definimos el morfismo
I5 : Cy(X, A) — Cy(X, Ag)
dado por ﬁg (f)y=Tlgo f e Cy(X,Ap); ¥y
IS : Cy(X, Ag) — Cyp(X, Ay)
definido como II? (f) = 118 o f € Cy(X, Ay), por lo que ﬁg y II8 estan bien

definidas, por ser II7 y ITg lineales y continuos.
Adems3s:

D) Si fy = f en (Co(X, A) {[[llo,0}s @ € A), entonces Tlg (f,) — g (f) en
(Co(X, Ap), [I'l5, o), Para cada 3 € A. Esto se debe a que

[ (r) =T () = sup s (fy (@) = 10a(f @)
;00 rxeX
= sup [|Ts(fy (x) — f (2))l;
reX
= sup[|fy (2) = f(2)ll5 <e
zeX
siy > Ao = Ag (€). Por tanto ﬁg :Cy(X, A) — Cp(X, Ag) es continua.

ii) Si @ < f, entonces ﬁa = ﬁg o ﬁﬁ. Esto lo tenemos ya que

5 o I (f) = MA(Lg 0 f) = (I8 o ILg) (f) = (Ia)(f) = s (f).
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iii) II? es continua Yo < B: Sean (fy),f C Cp(X,Ap) tales que (f,) converge
f bajo ||H23 Entonces, |[fy = fllg. <€ si v=7(e), y asi
~ / /
= sup||[TE(S = ) @) = sup [INE(F (@) = £ @),
a,00 rzeX e rxeX

< sup [|Ify () = F@)lg = Ify = fllgee <
zeX

s - 1)

por ser 112 lineal, multiplicativo y continuo.

iv) Seana < 8 <~y feCy(X,A,). Asi, obtenemos que

(5o T}) (N (0) = TE (T (f (@) = (05 011} (f ()
= I (f (@) = (I o f) (2) = 1 (f (@)
Yz, Yf € Cy(X, A,). Por lo tanto TI7 o ﬁg =117,

v) Ahora veamos que

ColX, A) = {(50)acn € T ColX, Aa) : T (95) = go¥er < 3}

Para esto, si

(fa)aeA € {(ga)aeA € ]_;[A Cb(X7 Aa) : ﬁg (9,5’) = gava < 6}7

entonces fo, € Cy(X,Ay) para todo o € A, y (fa())4en € A para cada
r € X ya que limA, = A. Esto tltimo implica que f, () = 12 (f5 (z)) para

todo z € X y Va < 3, a, 8 € A. Por lo tanto tenemos la contencién

{(9a)uen € QA Cy(X, Aa) 1 T (g5) = gaVor < B} C Cu(X, A)

Para la otra contensién tomemos f € Cy(X, A) y consideremos f,, := I, (f) =
I, o f, @ € A. Entonces f, € Cp(X, A,) para cada o € A. Ademds, tenemos
que

7, (f5) =TI, (g 0 f) =T oTlg 0 f =Tla 0 f =Tl () = fa

Concluimos que

Cy(X, A) = {(ga) gen € QA Cy(X, Aa) : TI2 (g5) = gaVor < B}.

vi) Por tltimo, para f € Cy(X, A)

[flla,00 = sup [ F (@)l = sup [[(Ta © f) (2)l[, = sup [|fa(2)l],
zeX rzeX zeX
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Por lo que la topologia dada por la familia de seminormas {||||,, . : @ € A}
definida en Cy(X, A) es equivalente a la topologfa del limite inverso

1 (Co(X, A, | a,00)

y asi
(Cb(Xﬂ A)a {”Ha,oo}aa € A) = ‘Enzé(cb(Xa Aa)a ””%00)

|
De manera similar, definimos el dlgebra

(Co(X, A) Al g o€ A) ={f: X — Aescontinuay f(z) escompactoen A}
Entonces, al igual que el caso anterior

Observacién 83 Cada dlgebra (Cp(X, Aa), [l o) €s de Banach para cada o € A,
por ser (Aq, ||H;) un dlgebra de Banach para cada o € A, imA, = A y por la

a

seccion anterior.
Adems4s, tenemos lo siguiente:

Proposicion 84 Sea (A,{|]-||,},a € A) un dlgebra m-convexa, completa conmu-
tativa con e. Entonces, (Cp(X,A)7{||-||a’oo},a € A) = lim (Cp(X,Aa),H-Ha’OO),

donde limA, = A.

@

Demostracién. Dados f € Cp(X,A) y S € A, de la misma manera que en la
afirmacion anterior, definimos

ﬁ@ : C'p()(7 A) — CP(X, Aﬁ)
como Mg (f)=Tlgo f;y
I O, (X, Ag) — Cp(X, Ag)

dado por II. (f) = IIf o f, donde Iz o f € Cp(X,Ag) v I8 o f € Cp(X, An);
ya que IIZ y TIg son lineales y continuos, ademds I1% y II5 mandan compactos en

compactos, con lo que obtenemos que ﬁg y ﬁi estan bien definidos.
Adems3s:

i) Si fy = f en (Cp(X, A),{||-||a’oo},oz € A), entonces Ilg (f,) — Iz (f) en
(Cp(X, Ap), ||~HB’OO)7 para cada 8 € A, pues tenemos las igualdades siguientes:

s (f) =T (N0 = sup |[Ts(fy () — Ts(f (@)1
= sup [Ms(fy (2) — f (@)l
= jlelgllfw(x)—f(m)llﬁ<f

siy > X = Ao (). Portanto Ilg: Cp(X,A) — Cp(X, Ag) es continua.
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ii) Si a < 3, entonces II, = ﬁi o II5. Esto lo debemos a que

T, o Tly (f) = (g o f) = (I o TIg)(f) = (Ia)(f) = T (f) -

iii) Afirmamos que ﬁi es continua Va < f. Sean (fy),f C Cp(X,Ag) tales

que f, H_|\>’ f. Entonces, ||f, — f”,@ o <€ st ¥>90(e) y ast
s

/!

= sup T4, - ) @), = sup 10208, (@) - 7 @],

@, 00 rzeX

< sup [|fy (@) = F @)l =y = fllgee <€
reX

|Math, =)

pues 112 es lineal, multiplicativo y continuo.
iv) Seana < B <~y feCp(X,A,). Asi, tenemos
(Mo o) (M) (@) = T (T (f (@) = (05 o10}) (f ()
= I (f(x)) = (I o f) (z) = 0, (f (x))

Va, Vf € Cp(X, A,). Por lo tanto T, o Ty = TI.

Observemos que siguiendo la demostracién de la propocisién anterior, en el

inciso v) y vi), cambiando ﬁg y ﬁa por ﬁﬁ y II, respectivamente Ve, 3,
obtenemos:

V) Co(X,A) = {(ga)aen € TT Chl(X,Aa) T (g5) = guVa < B} y

vi) la topologfa dada por la familia de seminormas {||-|, ., : @ € A} definida en
Cp(X, A) es equivalente a la topologfa del limite inverso lim (Cp(X, Aq), ([l o0)-

Podemos concluir que (C,(X, A), {||~Ha,oo}7a € A) = lim (Cp(X, Ay), ||||aoo)
[ ]

3.5. Condiciones de m-convexidad para el algebra
(Cb(X7 A)o 6)

Del articulo Arizmendi-Carrillo [2], con una pequenia modificacién en sus demostra-
ciones tenemos los siguientes resultados relacionados con la m-convexidad del dlge-
bra (Cy(X, A), 5). Para esto sea (4, ||-||) un dlgebra de Banach, conmutativa y con
unidad e.

Proposicion 85 Sea X un espacio completamente regular, de Hausdorff y no com-
pacto. El conjunto de todos los elementos no invertibles en Cyp(X, A) es denso en

(Cy(X, A), B).-
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Demostracion. Sea ¢ € By(X) y € > 0. Entonces, existe ) # K C X compacto
tal que |p (z)| < e Vz ¢ K. Como X es completamente regular, de Hausdorff y no
compacto, existe zg € X, 29 ¢ Ky g € Cp(X) tal que g(z) =1 Ve € K, g(zg) =0
y0<g(z)<1Vze X. Sea

g : X —A

x — g(x)e

g(z) = g(x)e. Asi, g no es invertible pues g(xg) =04 en Cy(X, A), y

g —éll, = sup [|g(z) —ell 4 lp(x)] = sup [g(x) — 1] [le]| o [p(x)] < sup |p(z)] <e
zeX zeX rzeX—-K

[

Teorema 86 Sea X un espacio completamente regular de Hausdorff. (Cy(X, A), B)
es dlgebra m-conveza st y sélo si Bo(X) = Boo(X).

Demostracién. Por una parte, supongamos que Byo(X) C Bo(X) y ademds que
(Cp(X, A), B) es un dlgebra m-convexa; entonces existe P un sistema de seminormas
submultiplicativas que definen a (. Esto implica que para ¢ € By(X)\Bgo(X)
podemos dar una seminorma ||-|| en P y dos constantes positivas p y ¢ tales que

plfll, <M< qllfl, (7)
Vf € Cy(X, A). De donde || f|| < 1 siempre que g | f]|, < 1, y por tanto || f"| <1,
asf como p||f"[[, <1Vn=>1.

Como lim ¢ (z) = 0, 3K C X compacto tal que ¢y (z)| < 3 Vz ¢ K. Sea
g€ Cp(X)cong(z)=0 paraxz € K, 0<g(z) <2Vx € X y g(xz1) = 2 para algin
x1 ¢ K, para el cual ¢ (1) # 0. De aqui que, si definimos a la funcién §g: X — A
como g(x) = g(x)e para cada x € X, tenemos

qllg@)ll, = qllgll, <1
donde |[|g(z)||, es la seminorma definida en Cy(X). Esta desigualdad se da ya que

1 1
lg(@)ll, = sup |g(@)llp(z)| = sup |g(z)|lp(z)] <25 =~
zeX zeX-K q q

y por (7) [|g]l <1, ademds p||g"||, <1 Vn>1.
Por otro lado,

pllg"l, = psup 19" (@) e ()| = pllg" (zD)l lp(z1)] = plg" ()] lp(21)] = ple(z1)] 2"

pues g(z1) = 2 y g"(z1) = 2" Entonces, p||g"|, > 2"plp(z1)] £0 ¥n > 1; y con
esto p 3", — oo
n—oo

Por lo tanto (Cy(X, A), ) no es m-convexa, lo cual es una contradiccién. Con
esto obtenemos que en efecto By(X) = Bgo(X).

A la inversa, sabemos que si By(X) = Boo(X), entonces la topologia estricta 3 y
la topologfa compacto abierta K en Cp,(X, A) son iguales, y asf, ya que (Cy(X, A), K)
es m-convexa, tenemos lo que se pide. m
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Corolario 87 Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff. Entonces,
(Co(X, A),B) es m-conveza sty sdlo si Co(X) = Coho(X).

Demostracién. Para la demostraciéon de este corolario primero supongamos que
(Cp(X, A),B) es m-convexa; entonces, por el teorema anterior By(X) = Bgo(X)
ysif e CoX), f € Bo(X) = Bpo(X), y como f es continua obtenemos lo que
querfamos. Por tanto, ya que siempre se da la contension Cy(X) D Cpo(X); obten-
€1mos C()(X) = CO()(X).

A la inversa, si X es localmente compacto, Cy(X) genera a la topologia estricta
By Coo(X) genera a la topologia compacto abierta K, ambas en Cy(X, A) (véase
Buck [6], pdg. 97). Entonces, como (Cy(X, A), K) es m-convexa y Cy(X) = Cpo(X),
concluimos que (Cy(X, A), 8) es m-convexa. m

3.6. Espectros e Invertibilidad en C,(X, A) y C,(X, A)

3.6.1. Espectros en C,(X, A)

Sea A un élgebra de Banach conmutativa. Consideremos f € C,,(X, A), entonces
tenemos lo siguiente (véase proposiciones 69 y 70):

H (Ncp(X,A),||~||w)H(O(ﬂX,A),IHIOC)
f —  f

donde fes la extension continua de f: X — A a f: BX — A. Sabemos que H es
un homeomorfismo y por tanto M((Cp(X, A),[|||.)) = BX xM (A). Consideremos

a fy fdadas por la transformada de Gelfand correspondiente.
Afirmamos que

~
= ~

o (f) € FOX x M(A)) = FBX x M(A) = o (F).

Para demostrarlo veamos las siguientes afirmaciones:

~
= =~

1 T(X % M(A)) = J(8X x M(4)
Demostracién. Sean z € X, F' € 9(A), como fy fcoinciden en X tenemos:

~
-~ ~ =

))
[, F) = F(f(z)) = F(f(z)) = f(z, F)

Vx € X, esto implica que

~
~ =

FIX X M(A)) C F(BX x M(A))

y como BX x M(A) es compacto, entonces f(3X x M(A)) es cerrado y asf

~
= =

FIX X IM(A)) C F(BX x M(A)).
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Para la otra contensién, sea y € X y tomemos F(f(y)). Sabemos que existe
una red (z) <X tal que converge a ¥y en 68X,y de la continuidad de f
tenemos que F(za) = f(za) — F(), por lo que F(f(za)) — F(f(y)) para

~ =

cada F' € M(A). Por tanto F( f(y)) € f(X x M(A)). m

2. La igualdad f(ﬁX xMA) =0 (f) se da por ser A un dlgebra de Banach,

y por tanto (C(8X, A), ||-||,) también lo es (véase Proposicién 69).

3.o0(f) Co (f), pues para A ¢ o (f) tenemos que f, A€ es invertible en
C(BX,A). Asi, f(:c) — e es invertible en A para todo z € X.
Sea g € C(BX, A) tal que g - (f— Xe) =¢ en C(BX, A). Entonces,

9(@)(f(w) = Ne(x)) = g(a)(f(x) = Ae) = ¢

para todo x € X. Y por otro lado g |x es continua y acotada, y como

g(B8X) es compacto y g(X) C g(8X) obtenemos que g(X) es compacto. Con
esto, f — A€ es invertible en C,(X,A) y A ¢ o (f). Por lo tanto tenemos la
contencién que se pide.

3.6.2. Algo de invertibilidad

En esta seccién consideramos a X como un espacio de Hausdorff, completamente
regular, de Hausdorff y no vacio.

Sabemos que una condicién necesaria para que f sea invertible en Cp(X, A) es
que f(z) sea invertible para cada x € X, con lo que siempre se tiene que f(X) C
G(A). Buscamos otra condicién que nos ayude a ver mds claramente cuando hay
invertibilidad en estas algebras. Asi, hemos obtenido los siguientes resultados:

Teorema 88 Sean A un dlgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y f €
Ci(X,A), i="0b,p. Si [ es invertible, entonces f(X) C G(A).

Demostracién. Como f es invertible, existe g € C;(X, A) tal que f-g = éx;
y f(X) € G(A) pues f(X) C G(A). Ahora, si f(X) N IG(A) # 0, existe y €
SG(A)NOf(X)y (zn),eny € X tales que f(z,) — ¥y, si n — co. Pero, como A es
algebra de Banach, y es divisor topoldgico de cero en A y entonces || g(z,) =%

n

y asf g ¢ C;(X, A) lo cual es una contradiccién. Por tanto, f(X) C G(A4). m
Con esto, surge la pregunta: si f(X) C G(A), cudndo f es invertible en C; (X, A),
i =0b,p? En el caso de C,(X, A) tenemos la siguiente equivalencia:

Teorema 89 Sean A un dlgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y f €
Cp(X,A). Entonces, f es invertible si y sélo si f(X) C G(A).
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Demostracién. Por el Teorema anterior, basta probar que si f(X) C G(A) en-
tonces f es invertible. Puesto que f(X) C G(A), f(X) es compacto en A, y la

.\t
1. G(A) — G(A) es una funcién continua, obtenemos que (f(X)) es

funcién (+)
compacto en G(A) y por tanto acotado. Asf mismo, (f(X))™ " es acotado,

-1

(reon™) e (7o)

y la funcién g : X — A, dada por g(z) = f~! (z) esta en C,(X, A). Con esto f es
invertible. m
De estos dos resultados tenemos como consecuencia lo siguiente.

Corolario 90 Sean A un dlgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y f €
Cp(X, A), tal que f es invertible en Cy(X, A). Entonces, f es invertible en Cp(X, A).

Demostracién. Como f es invertible en Cy(X, A), por el Teorema 83, tenemos que
f(X) € G(A) y por el Teorema anterior esto ultimo se cumple si y sélo si f es
invertible en Cp(X, A) como queriamos ver. m

Corolario 91 Sean A un dlgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y f €
Ci(X,A), i =b,p. Si f invertible con inverso f~1 € C;(X,A), i = b,p, entonces
[(X) cG(A) y f[7HX) C G(4) .

También nos podemos preguntar qué pasa si A es un dlgebra m-convexa, podemos
dar una condicién similar sobre invertibilidad en C;(X, A), i = b,p? El resultado
que pudimos obtener es similar al Teorema 8.

Teorema 92 Sean A un dlgebra m-convexa, completa, conmutativa con unidad e y

feC(X,A),i=0b,p. Si f es invertible, entonces f(X) C G(A).

Demostracién. Por hipétesis, sabemos que (A, {[|-[[,},c,) es el limite inverso
de una familia de algebras de Banach {A4,}aca, , consideremos sus respectivos
morfismos de algebras

Iy :A— Ay = A ker |||,

Como f es invertible, existe g € C;(X, A) tal que fg = é4; ademds, TX) C
G(A).

Por otro lado, ya que f es invertible, f(x) es invertible en A, para cada z € X .
Pero esto tultimo pasa si y solo si I, (f(X)) C G(A,) para todo a € A.

Afirmamos que II,(f(X)) C G(Aa), esto para todo a € A:

En caso contrario, existe a tal que I1,(f(X)) NdG(A,) # 0. Entonces, existen
Yo € 0G(An) NI (f(X)) v (x,) C X tales que Iy (f(2r)) — Ya- Ya que A, es
algebra de Banach, y, es divisor topoldgico de cero y no invertible en A, (pues
Yo € 6G(An)); f(2n)g(zn) = ea, y Ha(f(zn))a(g(zn)) = €q, entonces

lea = Yalla(g@a ) e = ITalf (@) a(g(@n)) = valla(g(za)],
< Ml (@) = ol Malg(@a))],
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y dado que ¥y, no es invertible en A, tampoco es topolégicamente invertible en A,
por lo que tenemos ,
lg(@n)llq = Ma(g(zn))ll, — oo
Asi que g ¢ C;(X, A), lo que nos lleva a una contradiccion.
Por tanto I, (f(X)) C G(A.), para todo a € A.

Sea y € f(X), entonces existe (x)) C X una red tal que f(z)) — y en A. Esto
implica que I, (f(z))) — I, (y) € I, (f(X)) C G(An), para todo a € A. De aqui
que I, (y) € G(A,), para todo o € A, y esto tltimo se cumple si y sélo si y € G(A).
Asf obtenemos que f(X) C G(A). m

Ademss, buscamos ver cuando tenemos la otra imlicacién tanto para el caso en
que A es un algebra de Banach, como cuando pedimos que sea m-convexa. Hasta
ahora sélo hemos podido ver que se cumple lo siguiente.

Proposicién 93 Sean A un dlgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y f €
Cy(X, A), tal que f(X) C G(A). Entonces, f es invertible en C(X, A).

Demostracién. Como f(X) C G(A), podemos definir la funcién f=! : X — A
como f~!(z) = (f(z))”". Afirmamos que f~! es una funcién continua ya que la
podemos ver como la composicién de dos funciones continuas, f~ = (_)710 f. Donde

()" es la funcién ()" : G(A) — G(A) que manda a cada elemento invertible en
A en su inverso. ®
Otra condicién que se ha podido obtener es la siguiente.

Proposicion 94 Sean A un dlgebra de Banach, conmutativa con unidad e y f €
Cy(X,A). Si f es invertible, entonces existe € > 0 tal que ‘f(x,F)‘ > & para todo
(z,F) e X x M(A).

Demostracion. Sea f € Cp(X, A) invertible, entonces existe g € Cp(X, A) tal que
fg=eéa. L

Por otro lado, como f es invertible se cumple que f(X) C G(A).

Hagamos la demostracién por contradicciéon. Supongamos que para cada € > 0
existe (g, Fp) € X x M(A) tal que |Fy (f(zo))| = ‘f(xo,Fo)‘ < e. En particular,
para toda n € N existe (z,, F,) € X x MM(A) tal que

P 1
|Fn (f(xn>)|: f(xnan> < gy
lo cual implica que‘f (T, Fp)| — 0.

Dado que existe g € Cy(X, A), con g = f~1, obtenemos que

g(xnaFn)f(xnaFn) =F, (g (l'n) f (asn)) =1

y por lo tanto |§ (x,, F,,)| — 00, es decir g no es acotada, lo que nos lleva a una
contradiccién. m

El siguiente ejemplo nos muestra que existen espacios completamente regulares,
X, tales que Cy(X, A) tienen elementos que son invertibles en C'(X, A) pero no lo
son en Cp(X, A).
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Ejemplo 95 Sea A = (C([0,1]),|I]|..) ¥ X = N dotado con la topologia discreta.
Por la topologia que se da para N tenemos que toda funcion definida de N en C([0,1])
es continua. Sea
f+N—C([0,1])
n— f"L
donde cada f, :[0,1] — C estd dada por
fo (@) = 1—=z sz'()gxglf%

A n-1)(x-1)+1 sil-Li<az<1

n € N, tenemos que f es continua y f (N) = f(N). Por otro lado
f7HiN—=C([0,1))

n— f!
donde f;;1:[0,1] — C esta definida por
1 . 1
_1 . iz st 0 S X S 1-— n
Ju (o) = { == S U e I B

n € N; también f=1 esta bien definida y es continua,
f_l ecC (N7 C([Oa 1])) \Cb (N7 C([Oa 1])) .
Por tanto f es invertible en C (N, C([0,1])) pero no lo es en Cy (N, C([0,1])).

Cabe senalar que en el ejemplo anterior tenemos que f, : - g, para toda
n—oo

g € C([0,1]). Sin embargo, podemos dar las funciones

1- (2 e si0<w<i
hn (z) = 2(n—1)
(%) (z—1)+1 sit<z<1
las cuales cumplen que h, : — gen C([0,1]), y g es tal que

(2) = 1-2z si 0<z<1

IW=1 2(-1)+1 sil<az<l
Por otro lado, la funcién h es continua, donde

h:N— C([0,1])

n — hy,

ademds de que es invertible en C' (N, C([0,1])) pero no lo es en Cy (N, C([0,1])).

Para lo siguiente, supongamos que X es un espacio completamente regular, de
Hausdorff y A un dlgebra de Banach, conmutativa, con unidad y no necesariamente
semisimple. Definamos la funcion:

T :Cy(X,A) — Cp(X x M(A)) 2 C(B(X x M(A)))

dada por T(f) = f, donde f(z, F) = F(f(z)), como en la proposicién 74. Entonces,
tenemos que T es un homomorfismo de algebras y se cumple la siguiente afirmacion:
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Proposicién 96 Si f es invertible en Cyp(X, A), entonces ]?es invertible en Cp(X x
M(A)).

Proposicién 97 Sea f € Cy(X,A), y supongamos que existe eog > 0 tal que
’f(x, F)‘ > eg para todo (z, F) € X x MM (A). Entonces, f es invertible en C(X, A).

Demostracién. Dado z € X, sabemos que [ (z,F) = F(f(z)) v |F (f (z))| > =0
para cada F € M (A), donde f(z) € A. Esto implica que F(f(z)) # 0 VF € M (A),
pero en A se cumple la propiedad de Wiener, es decir, a € A es invertible si y sélo
si F(a) # 0 VF € 9 (A). Por tanto existe (f(z))”" para todo z € X y podemos
definir la funcién f~!: X — A como f~ (z) = (f(z)) ", la cual es continua ya que
la, podemos ver como la composicién las funciones continuas, f~! = (-)_1 o f. Donde

()" es la funcién ()" : G(A) — G(A) que manda a cada elemento invertible en

A en su inverso. Concluimos que f~! € C(X, A), que al mismo tiempo es la inversa
de f, como queriamos ver. ®

Proposicién 98 Dada f € Cyp(X, A) se cumple lo siguiente:
1) Si f es invertible en Cy(X, A), entonces f es tnvertible en Cp(X x M (A)).
2) Si f esinvertible en Cy(X xM (A)), entonces }Aes invertible en C'(5 (X x M (A4))).
3) Si }Aes invertible en C(8 (X x M (A))), entonces ?no se anula en 5 (X x M (A4)).

4) Si f no se anula en 3 (X x M (A)), entonces existe e > 0 tal que ‘f(x,F)‘ >e
para todo (z, F) € X x M (A).

Demostraciéon. Los incisos 1), 2) y 3) son claros, por ser 7' un homomorfismo de
algebras y de la definicién de 8 (X x M (A)).
Para ver la afirmacién 4), utilizamos que

76 (X X M(AY) = eliamiay (71X x M (4))

y si f no se anula en 3 (X x M (A)), entonces 0 ¢ clgx xm(a)) f(X X SDT(A)))
Esto pasa si y sdlo si 3= > 0 tal que B-(0) N f (X x M(A)) = 0, pero esto es
equivalente a la existencia de algtin € > 0 tal que ‘f(az, F)’ > eV (z, F) € XxM(A).

Con lo que concluimos que se cumple 4). m

Proposicién 99 Sean (A, |||) un dlgebra de Banach, conmutativa, con unidad e,
X un espacio completamente reqular y de Hausdorff, y f € Cp (X, A).
SiM(Cp (X, A),[]|l.) =8 (X x M(A)), entonces f es invertible en Cy, (X, A)

st y solo si existe € > 0 tal que ’]?(m,F)‘ > ¢ para todo (x, F) € X x M (A).
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Demostracién. De la proposicién 91, tenemos que si f es invertible en Cj, (X, A),
entonces existe € > 0 tal que ’fA(z,F)‘ > ¢ para todo (z, F) € X x 9 (A).

A la inversa, supongamos que MM (Cy (X, A), ||| ) = B (X x M(A)) y ademds
que existe € > 0 tal que ‘f(ac,F)‘ > ¢ para todo (z,F) € X x M(A).

Nos basta con mostrar que T'(f) # 0 para todo T" € M (Cy, (X, A) , ||| ) ya que

(Cy (X, A),|Ill) es un algebra de Banach y cumple la propiedad de Wiener. Sea
Ts € M(Cy (X, A), |||l ), donde s € (X x M (A)), ((zx, Fr)), C X x M(A) es

una red tal que (zy, F)) N fec (B (X x M (A))) es la extension de Fy T, esta
dada por N _
T, (f) = f(s) = 1i§nf(m, Fy) = h’inf(x)\, Fy).

F(s)
]?(s)‘ = |Ts (f)|- De aqui que T'(f) # 0 para todo T € M (Cy, (X, A), |||l )
por lo tanto f es invertible en Cp, (X, A4). m

Como ¢ < ’f(m,\,F,\)’ < ‘f(w,\,F,\) —F(s)

=+ VA, obtenemos que

e <
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Capitulo 4

Govaerst y las familias de
Nachbin

En este ultimo capitulo desarrollamos aspectos importantes del articulo de Gov-
aerst [12]. Presentamos ejemplos que estdn relacionados con las dlgebras de funciones
que hemos trabajado en los capitulos anteriores.

Consideramos a X un espacio de Hausdorff, completamente regular y a (A, Q)
un &lgebra localmente convexa, donde @ = {gx : A € A} es el sistema dirigido de
seminormas que determinan su topologia T, a menos que se diga lo contrario.

Definicién 100 Definimos las algebras

f: X —=A: f es continua con respecto a TQ Y
Co(X, 4) = supq(f (z)) < o0, Vg € Q Y
xreX
C(X,A) = {f:X—A: [ es continua bajo la topologia T¢}

Definicién 101 Una familia de Nachbin en X es una familia V de funciones con
valores reales, no negativas y definidas en X tales que

(v1) Yu,v €V yA>0,Jw eV con I <w, < w.
Definicién 102 Definimos

CV(X,A)={feC(X,A) :pg(f) = sggq(v(x)f(x)) <oo,¥g € Q,ueV}

Ast, {pgv 1 ¢ € Q, v € V} es un sistema dirigido de seminormas en CV (X, A)
que la hacen un dlgebra localmente convexa.

Definiciéon 103 Decimos que V' es una familia de Nachbin multiplicativa si ademdas
de (v1) cumple

(v2) Vu € V ,3Jw,veV con u< w.
(v3) Yu € V ,u es acotada.
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Notemos que si V' es una familia de Nachbin multiplicativa, entonces CV (X, A)
contiene al espacio Cy(X, A) de todas las funciones continuas y acotadas, definidas
de X en A. Para verlo claramente tomemos f € Cp(X,A) C C(X,A4), ¢ € Qy
v € V; entonces, existe M, > 0 tal que supv(z) < M, y asi

rzeX
Pgw (f) = supq (v(z) f(z)) = supv(x)q (f(z)) < Mysupg (f(z)) < oo.
rzeX zeX rzeX

Notacién 104 Si A = C, denotaremos por CV (X) al dlgebra CV (X,C).

Definicién 105 Decimos que una familia de Nachbin multiplicativa V' es de tipo
puntual si y sélo si para cada homomorfismo continuo de algebras, no trivial, ¢ :

CV (X) — C existe xg € X tal que o (f) = f (xo) para todo f € CV (X).

Definicién 106 Sea V' una familia de Nachbin multiplicativa. Dadosu € V yr > 0
consideramos los siguitentes conjuntos nivel :

L(u,r) = {reX:u(z)>r}

Supp(V) = U{L(u,T)BX cuw eV, r>0}

Con estas definiciones y al estudiar el espacio Cj (X, A) podemos afirmar lo
siguiente.

Proposicién 107 Sea Vo = {|¢| : ¢ € By (X)}, donde By (X) es el espacio de
funciones de X en C que se anulan ol infinito. Entonces:

1. Vi es una familia de Nachbin en X.

2. Vo es una familia de Nachbin multiplicativa.

1. Esta afirmacion se debe a que |p| > 0 Vo € By(X); y ademds claramente se
cumple

(v1) Vu =g, v=Y|€VoyA>0,TFweVycon \u<w, \w<w,

para w = Au + A 6 w = méx{Au, \v}, veamos que w € Vp: si € > 0,
entonces existen K; y Ky subconjuntos compactos de X tales que v(z) =
[ (x)] < o0 e ¢ K, yu(z)=|p(z) < g Ve ¢ K,,. Consideramos
K, =K,UK, yz ¢ Ky; entonces z ¢ K,, = ¢ K,. Esto implica que si
A > 0 tenemos que Mv(z) = [\ (2)| < § ¥ du(z) = [Ap (z)] < §, por tanto
w(z) = M(x) + du(z) <e (w(z) =mix(M(x),  u(z)) <e) .

2. Vp es una familia de Nachbin multiplicativa, ya que cumple:
(v2) Yu=|p|l €V ,Iw,veV con u<wv, donde v =+u=+/]p| =w.

(v3) CadaueV ,uesacotada.
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Ast, para V =V y (4, |']]) un dlgebra de Banach tenemos
cv (Xv A) = {f € C(Xa A) ‘Pqv (f) = Sugq (v(x)f(x)) <o00,Vg € Qv € V}
e

= {feCX,A4):py (f) = sup o) f(@)] = [Ifll, <o0,Ve € Bo(X)}

zeX

y también obtenemos lo siguiente:

Proposicién 108 Sea X un espacio de Hausdorff, completamente regular, (A, ||-|)
un dlgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y Vo = {|¢| : ¢ € Bo(X)}.

Entonces, (Cy(X,A),B) = (CVO (X,4), {pw}weBo(X))'

Demostracién. Primero, siempre tenemos la contencién Cy(X, A) C CV, (X, A),
nos resta por probar que la otra contencién también se tiene.

Sea f € CVy (X, A), por definicién de C'V, (X, A), f cumple que

£l = sup (@) f ()] < o0,V € Bo(X).

Demostremos que f es acotada,; si esto no pasara, para cadan € N, existe x,, € X
tal que || f(zn)| > n.
Definamos

1

() { 0 siz#x,, VneN.
P\T) = 1 o
7= six=ux,, neN.

Afirmamos que ¢ € By (X): Sea e > 0, 3N € N tal que ﬁ < e VYn > N. Tomemos

K ={x1,...,&xn_1} el cual es un subconjunto compacto de X y si z ¢ K, entonces

lp ()] <e.
Ahora,

191, = sup @)@l > e @l = ol 5] = 0 (=) = v

Vn € N. Asi, || f[|, = 00, lo que nos lleva a una contradiccion.

Por lo tanto, (Cy(X, A), ) = (cvo (X, A),{pgo}(peBo(X)) si tomamos V =

{lel: o€ Bo(X)}. w

En el caso en que X sea un espacio localmente compacto, la topologia estricta
en Cp(X, A) estd dada por Cy(X), el espacio de funciones continuas definidas de X
en C que se anulan al infinito. Es claro que Vy = {|¢| : ¢ € Cp(X)} es una familia
de Nachbin multiplicativa. Andlogamente, si V' = Vjj siempre se tiene la contensién
Cy(X,A) C CV (X, A) y afirmamos lo siguiente:

Proposicién 109 Sea X un espacio de Hausdorff, localmente compacto, (A, |||)
un dlgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y V§ = {|p| : ¢ € Cy(X)}. Si

V =V, entonces (Cp(X, A),B) = (CV (X,4), {pso}gaeco(x))'
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Demostracion. Sea f € CV (X, A), por definicién de CV (X, A), f € C(X,A) y
cumple que

1£1l, = sup lp() f(2)]| < 00,V € Co(X).
reX

Si f no es acotada, para cada n € N, existe z,, € X tal que || f(x,)|| > n2™.

() Sea A, = {z1,...,2,}, A, es un subconjunto compacto de X. Entonces,
existe U, una vecindad abierta de A, tal que U, es compacto y U, C {x,41}°
por ser X un espacio localmente compacto. Por lo que 3¢, : X — [0, 2n] tal que

n(2) =5 Ve €A, yo,(x)=0Vx ¢ U,.
Definamos

v: X —[0,00)
como 9 (2) = 5° ¢, ().
Probemos que ¢ € Cy (X):

1. ¢ esta bien definida: yaque 0< p(2) < 55 y0< Y o, (2) < X 4.
n=1

n=1

(o]

. . 1

2. @ escontinuaen X: Sean z € X y e > 0, entonces AN € N tal que ZN o < 5
n=

Ahora, como cada ¢,, es continua, 1 <n < N — 1 existe V,, vecindad de z tal

que |, () — ¢, W) < 557 Yy € Vo Sea V = ﬂ Vi, que es una vecindad

de x. Para y € V, tenemos:

lp@) =Wl = |2 enl@) - len(y)‘ = Z) (o (2) = wn(y))‘ <
N-1
< | @]+ £ o <y>\ <
n=
N—1
< X (@) —ea )+ Z Z
< (N )ﬁ + + 5 1<¢
Por tanto, ¢ es continua.
3.  se anula al infinito. Para demostrarlo sea ¢ > 0, AN € N tal que 2% <e.
n=N
N—1__ _
Tomemos K = |J U,, donde U, es la correspondiente de (*). Obviamente
n=1

K es un subconjunto compacto de X, pues cada U, loes, 1 <n < N — 1.
Ademds; six ¢ K, p(x) =0,yaque z ¢ U,, 1 <n <N — 1. Entonces, dado
x¢ K

@I =p@) =0+ 2 pu@< ¥ o<
n=N =
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Ahora,

Iflly = sup (@) f (@) = lle@n) f(za)ll = e(@n) [|f (@)l =

= [lf ()l él o (@n) 2 [f (@n)l @ (2n) = 02", (2n) =

1
= n2" <2n> =n,

Vn € N. Asi, || f]|, = 00, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto,

(Co(X, 4),8) = (CV (X, 4) e} pecryix))
siV=A{lp|:¢e€Cy(X)}y X un espacio localmente compacto. m
Lema 110 Si K C X es compacto, entonces K es compacto en 3X.

Demostracion. Si {Uy} es una cubierta abierta de K en X, entonces {Uy N X'}
es una cubierta abierta de K en X. Esto ultimo implica que existe una subcubierta
finita {U, N X}, de K en X. Con esto, {U,}""_, es una subcubierta finita de K
en X. m

Proposicién 111 Sea V' una familia de Nachbin multiplicativa. Entonces, V es de
——BX
tipo puntual si y sdlo si L(u,r)ﬁ cCX,YueV,r>a0.

Demostracién. Para la necesidad supongamos lo contrario; es decir, existen xg €

BX — X, ueV yr >0 tales que xg € L(u,r)ﬁ
Sea f € CV(X) arbitraria; entonces, existe C' > 0 tal que

sup [u(z) f(z)| < C.
reX

Observemos que si € L(u,r) , tenemos que u(z) >y

w(@)|f(2)] = [u(z)f(2)] < C,

por lo que

[f(@)] < —. (8)

= 1Q

Sea C¢ la compactacién natural por un punto de C. Asi, f : X — C se puede
extender a una funcién continua f¢: X — C¢.

Como z € L(u,r)BX, y de la desigualdad (8) tenemos que |f¢(zo)| < <. Esto

es ya que si tomamos (x) una red en L(u,r) que converge a zg, de (8) obtenemos
esta desigualdad.
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Con esto, tenemos una funcién ¢ : CV(X) — C definiendo ¢ (f) = f¢(xo). De
donde tenemos que |¢ (f)| = [f¢(z0)| < £; y asf ¢ es continua:

Seane >0y ¢ >0 tal que 57/ <e.SigeCV(X) es tal que

sup |(f(2) — g(x)) u(@)| < €,
rxeX

como

sup | (f(z) — g(z)) u(z)] < sup |(f(z) — g(z)) u(z)| <&’
z€L(u,r) rzeX

tenemos que
rlf(z) — g(@)] < [(f(z) — g(x)) u(z)| <&,

para = € L(u,r). Entonces,

(@)~ gla)| < = <<

six € L(u,r) y para (zx) C L(u,r) una red que converge a xo en X obtenemos

5/

[o(f) = e(g)l = f*(z0) = g°(z0)| = Uim|[f(zx) —g(ar)| = - <e.

Sea 1 € X, como z1 # 7o y BX es un espacio completamente regular y por
tanto normal, existe f : X — [0,1] una funcién continua tal que f(z1) = 0y
f(zo) =1, con lo que f |x=: f € CV(X). Por lo tanto, no existe z; € X tal que
f(z1) = o(f) para todo f € CV(X), lo que nos lleva a una contradiccion.

< | Supongamos que L(u, T)BX CX,YVueV,r >0y veamos que V es de tipo
puntual. Sea vy (X) el conjunto de todos los homomorfismos de algebras, lineales,
multiplicativos, no triviales y no necesariamente continuos definidos en CV(X). A
vy (X) lo dotamos con la topologia débil inducida por

CVE)={J: recv},

donde f(gp) = ¢ (f) para cada ¢ € vy (X) y f € CV(X). Como Cyp(X) C CV(X),
podemos ver a X como un subespacio de vy (X); inclusive X es un subconjunto
denso. Sea ¢ € vy (X)O\X y supongamos que existen u € V y § > 0 tales que
lo (f)] < 3 siempre que sup |f (z)u(z)] < 6. Como L (u,d) es un subconjunto
zeX
relativamente compacto en X, existe una funcién continua f’ en vy (X) tal que 0 <
fT<1, fi(p)=1y f'=0en L(u,p). Sea f = f |x, entonces sup | f () u(z)] <6
rzeX

y ©(f) =1 lo cual es una contradiccién. m

Corolario 112 Sea V' una familia de Nachbin multiplicativa. Entonces, V es una
familia de tipo puntual si y sélo si cada uw € V se anula al infinito.

Demostracién. Primero,tomemos v € V' y r > 0. Por hipétesis, para r > 0 existe
K, C X compacto tal que |u(z)| < r si z ¢ K,. Entonces, L(u,r) = {z € X :
lu(z)| > r} C K.
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Por el lema anterior, K, es compacto en 8X; esto implica que

B

— B3X _
L) cEK’X =K, cX,

y de la proposicién anterior, V' es una familia de tipo punto.
A la inversa, supongamos que V es de tipo puntual, por la proposicién anterior

——BX
dadou €V yr >0, L(u,r)ﬁ cX.
Sean u € V. Demostremos que u se anula al infinito; es decir, dado r > 0

existe K, C X compacto tal que |u(z)| < r si z ¢ K,. Sea r > 0, como X es
compacto, L(’U,J’)ﬂ es compacto en SX y al mismo tiempo compacto en X. Sea

—FBX . .
K, = L(u,r)  ;siz ¢ K., |u(z)| <r, como querfamos. m
Ademas tenemos el siguiente teorema, para su demostracién véase Govaerst [12]:

Teorema 113 Sean V' una familia de Nachbin multiplicativa de tipo puntual, (A, Q)
un dlgebra localmente convexa y H : CV (X, A) — C un homomorfismo de algebras
continuo. Entonces, existen xg € Supp(V) y F € M (A) tales que H(f) = F(f(zo))
para todo f € CV (X, A).

Gracias a este Teorema y de la proposicién [108] hemos podido obtener lo sigu-
iente:

Teorema 114 Sean X un espacio de Hausdorff, completamente regular y (A, ||-|)
un dlgebra de Banach, conmutativa y con unidad e. Entonces, M (Cyp(X, A), ) =
X x M(A).

Demostracién. Como 9 (Cy(X), 8) = X y de la proposicién [108] (Cp(X),5) =
(C’Vo (X), {pw}weBg(X))v donde Vy = {|¢| : ¢ € By (X)}; obtenemos que V; es de
tipo puntual. Entonces, por el Teorema anterior

M (C (X, 4), 8) = M (CVo (X, A) AP} ey x)) = X X T(A),

ya que siempre tenemos la contension 9 (Cyp(X, A),8) D X x M (A). =

4.1. Algunos ejemplos

Consideremos el dlgebra A = (C([0,1]), ||| ), la cual es semisimple, y X = N
dotado con la topologia discreta. Por la topologia que se da para N tenemos que
toda funcién definida de N en C([0,1]) es continua. Entonces, por la seccién 3.3,
proposicién 76, sabemos que

T: Cy(N,C([0,1])) — Co(N x [0,1]) = C(B (N x [0,1]))

dada por T(f) = f, donde f(n,t) = (f(n))(t), es un homomorfismo de algebras
y ademds es biyectivo. Inclusive, por la observacién 77, T es un homeomorfismo
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e isometria de (Cy(N ,C([0,1])), |I]l..) en (Co(N x [0,1]),]]]|..)- Esto quiere decir
que

M(Co(N, C([0,11)); [ l0) = M(Cp(N < [0, 1)), [ )
AN x[0,1]).

b(
X
Notemos ademds que si tomamos el dlgebra (C,(N ,C([0,1])), ]|, ), por la sec-
cién 3.2, proposicién 72, obtenemos que

M(Cp(N, C([0,1])), Il o) = BN x M(C([0,1]), |-l o) = AN x [0,1].

Sea X un espacio completamente regular y (A4, ||-||) un dlgebra de Banach. En-
tonces, de la seccién 3.2 tenemos que

M(Cp(X, A), [l 0) = M(Cy(X x M (A)), |-l o) = BX x M(A).

Ejemplo 115 Si X es un espacio seudocompacto, entonces por lo anterior se cumple
que

M(Cp(X, A)s [l o) = MM(Cp(X x M(A)), [[-]lo) = BXXM(A) = S (X x M(A)).

Dado que M (Cp (X, A), [[-[|o) = X x M(A) y Tip.py € M(Cp(X, A), -] o)
Tip,r) (f) = F(f(p)). Entonces, existe una red (zx)yc, C X tal que x 7 p, por lo

que de la continuidad de F' y la definicién de ftenemos que
HmF(f (x2)) = F(f(p))
para cada f €.C,(X ,A).

Observacién 116 Notemos que la existencia de esta red no depende de la f que
tomemos, sin embargo para f €.Cp(X ,A) dada podemos garantizar que existe
(xn)nGN tal que Ty 7 Py

HmF(f (xa)) = F(f(p))
En este caso, ya que cla (f(X)) es compacto, existe a € cla (f(X)) tal que F(a) =
T(p F) (f)

Ahora, supongamos que M (Cyp(X , A), |||l ) = B (X x M (A)). Sean s € 5 (X x M (4))
y [ €.Cy(X , A), entonces existe una red (zx, Fi),cp C X x9N (A) tal que (zy, Fy) 7

s. Asi, obtenemos que
To (f) = J(s) = imf (ex, F2) = UmEA(f (22))

Con esto:

Proposicion 117 Si f €.C,(X ,A), entonces cla (f(X)) es compacto en A y

U F(f(X)) es compacto en C. Ademds, |J F(f(X))= f(ﬁX x M (A)).
FEM(A) Fem(A)




Apéndice A
Conceptos de Topologia

En esta pequena seccién daremos algunos aspectos importantes sobre topologia
que son conocidos y que al mismo tiempo utilizamos en el presente trabajo sin
mencionarlo especificamente.

Sean X, Y espacios topolégicos, B, C X, A, CY,a € A,novaciosy f: X —- Y
una funcién.

Observemos que se cumple lo siguiente: y € f ( U Ba> si y s6lo si existe

acA
x € |J B, tal que f(z) = y; es decir, existe € B, para algin « € A tal
acA
que f(x) = y; pero esto pasa si y sélo si y € |J f(By). Por tanto toda funcién
a€cA

f: X — Y preserva uniones.
Una situacién similar pasa para la imagen inversa de f: z € f~! ( U Aa) siy
aEA

so6lo si existe f(x) € |J Aa, y esto se cumple si y solamente si existe « € A tal
acA
que f(x) € A,. Esto tltimo pasa si y sélo si existe o € A tal que x € f~1 (4A,), lo

que equivale a que y € |J f71(4y).
aEA
Por otro lado, si X, Y son espacios topolégicos, A C X novacioy f: X — Y una

funcién continua, ya que A C A, tenemos que f (A) C f (X) y asi m cf (Z)
Ademds, en este caso también se cumple que la imagen de un subconjunto compacto
de X es compacto en Y:

Demostracién. Sea () # K C X compacto y 4 = {Uqs},c, una cubierta abierta
de f(K), esto implica que {ffl (UO‘)}QEA es una cubierta abierta de K por la
continuidad de f, con lo que podemos dar una subcubierta finita de K, digamos

P W)Yy 1 (D U) = U f ' (Us) > K. Entonces, |J Ua, > f(K).
=1 =1 =1
| ]

1=

Sabemos que si X es un espacio topolégico y D C X, D es denso en X si
c(D) = X. Ademds se cumple lo siguiente, véase J. Dugundji [7], pdg. 72:

Proposiciéon 118 Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
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1) D es denso en X.

2) Si Fes cerrado en X y D C F, entonces F = X.

3) Cada conjunto abierto y no vacio en X contiene un elemento de D.

(1)
(2)
3)
(4) El complemento de D tiene interior no vacio.

Definicién 119 Sean X un espacio topoldgico, Y un conjunto arbitrario y no vacio,
yp: X — Y una funcion suprayectiva. Definimos a la topologia de Identificacion

en'Y como la topologia determinada por p definida como
7 (p) = {U CY :p Y (U) es abierto en X}.

En efecto, 7 (p) es una topologia pues p~! preserva las operaciones de conjuntos;
y como p~! también preserva complementos, un subconjunto A C Y es cerrado si
y sélo si p~1 (A) es cerrado en X.

Definicién 120 Sean X yY dos espacios topoldgicos. Dada una funcionp : X —Y
decimos que es una identificacion si la topologia dada en'Y coincide con 7 (p).

Sabemos que si f : X — Y es un homomorfismo de grupos, podemos construir a
f(X) en base a X y al Nucleo de f. También podemos hacer un proceso similar para
funciones continuas entre espacios topoldgicos si y sélo si f es una identificacion.

Sean X, Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién continua, definimos
la relacién K(f) en X como: © ~ ' si y sélo si f(x) = f(a'). Esta relacién es de
equivalencia en X, al conjunto de clases de equivalencia lo denotamos por X /K (f)
y definimos a la funcién

p: X - X/K(f)

por  — [z]. Ademds, como p es sobre a X K(f) lo podemos dotar con la
topologia de identificacién 7 (p) y asi p es una identificacion.
Ahora, tomamos la funcién

fr X /K(f) = Y,

donde fp~llz] = f(z). Si 2’ € p~i([z]), entonces f(x) = f(z'), por lo que fp~! esta
bien definida y adem’s es continua, e inclusive es inyectiva.
Por otro lado, si f: X — Y es suprayectiva, entonces

o X/K(f) =Y

es biyectiva y continua; pero no necesariamente es un homeomorfismo, véase J.
Dugundji [7] pdg. 130:

f: X — Y una funcién
Y si y sdlo si f es una

Teorema 121 Sean X y Y dos espacios topoldgicos
continua y suprayectiva. Entonces, fp~' (X /K(f))
identificacion.

R =
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Como sabemos, todo espacio completamente regular y no compacto se puede
sumergir dentro de un espacio compacto y existen diferentes procedimientos para
esto.

Definicién 122 Una compactificacion de un espacio completamente reqular X es
una pareja (aX,h) donde aX es un espacio de Hausdorff compacto y h es un
homeomorfismo de X en un subconjunto denso de aX.

Consideremos i : X — X la funcién inclusién de X en su compactacién de
Stone Cech BX (véase Teorema 21). Entonces tenemos lo siguiente:

Teorema 123 Sea X un espacio completamente reqular, entonces X tiene las
stguientes propiedades:

(1) SeaY un espacio compacto. Entonces, toda funcion continua f : X —'Y tiene
una dnica extension continua f: X — Y tal que f = foi.

(2) (Unicidad) Toda compactificacion (X, h) de X tal que cumple la propiedad
(1) es homeomorfo a BX.

(3) BX es la compactificacion mdas grande de X: Si (aX,j) es una compactifi-
cacion de X, entonces (aX,j) es un espacio cociente de X .

Demostracion. Para la demostracion de los incisos (1) y (2) véase J. Dugundji [7],
pag. 243, y Engelking [8], pdg. 173.

Veamos la demostracién de (3). Por (1) existe j : BX — aX tal que j es la
extension de la funcién j : X — X C aX. Como X es compacto, j(ﬁX) es cerrado
y contiene a X, X C aX denso, entonces por la proposicién (primera del apéndice)
5(6X) = aX y asi j es suprayectiva. Dado que j es una funcién cerrada, por el
Teorema anterior, aX = X /K (7). m

Como consecuencia de este resultado tenemos lo siguiente, véase Engelking [8],
pég.173.

Corolario 124 Sea X es un espacio completamente regular e I = [0, 1]. Entonces:

a) Toda funcidn continua f : X — I se puede evtender a una funcién continua
f:B8X —1.

b) Si toda funcion continua f : X — I se puede extender continuamente sobre
una compactificacion aX de X, entonces aX es equivalente a la compactifi-
cacion de Stone-Cech de X, pX.

Definicién 125 Decimos que un espacio no vacio X es seudocompacto si C(X) =

Cy(X).
Para los siguientes resultados véase Engelking [8], pags. 238 y 239.

Proposicién 126 (Tamano) El producto cartesiano X XY de dos espacios com-
pletamente requlares X yY es seudocompacto si y sélo si X yY son seudocompactos
y la proyeccion p: X XY — X es una funcion cerrada; es decir, manda cerrados
de X XY en cerrados de X.
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Proposicién 127 (Glicksberg) Si el producto cartesiano X XY de dos espacios
completamente requlares X y Y es seudocompacto, entonces BX x BY es la com-
pactacion de Stone-Cech de X x Y ; es decir, toda funcion f: X x Y — I se puede
extender continuamente sobre . Ademds, si X x BY es la compactacion de Stone-
Cech de X xY y ambos X yY son infinitos, entonces el producto cartesiano X xY
es seudocompacto.

Proposiciéon 128 FEl producto cartesiano X X Y de un espacio seudocompacto X
y un k-espacio seudocompacto Y es seudocompacto.
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