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Introducción

En las matemáticas, especí�camente en el Análisis Funcional, se estudian a los
espacios vectoriales topológicos sobre un campo F, el cual usualmente es el campo de
los números reales o complejos. Más aún, dentro de estos existen espacios vectoriales
topológicos con una estructura algebraica adicional, a los cuales llamamos álgebras
topológicas. En este trabajo, nuestro objeto de estudio son precisamente las álgebras
topológicas.
Un álgebra topológica A es un álgebra que es un espacio vectorial topológi-

co tal que tiene de�nida una operación asociativa y continua, llamada multipli-
cación (� : A�A! A), donde A�A tiene la topología producto. Si A es un álgebra
topológica de tal manera que como espacio topológico es un espacio de Banach,
decimos que es un álgebra de Banach.
El estudio de las álgebras topológicas, en particular de las álgebras de Banach,

comienza en el siglo XX y se origina al observar que algunos espacios de Banach
tienen propiedades interesantes cuando se les dota de una operación extra, la mul-
tiplicación.
Un ejemplo conocido es el espacio de todos los operadores lineales y acotados

de�nidos en un espacio de Banach, pero otros que son de suma importancia son los
espacios de funciones: ya sea de funciones continuas, acotadas, que se anulan al in-
�nito, etc. ó funciones con serie de Fourier absolutamente convergente. Gracias a las
propiedades que tienen este tipo de álgebras de funciones, han hecho que las álgebras
topológicas se hayan convertido en un área con una variedad de aplicaciones.
El propósito de este trabajo es presentar resultados que hemos obtenido sobre

álgebras topológicas de funciones continuas de�nidas en un espacio completamente
regular X, no sólo para funciones con valores en los complejos sino que también
para funciones con valores en un álgebra topológica A.
La clase de álgebras topológicas sobre las que nos interesa trabajar en esta Tesis

son las álgebras localmente convexas. Donde A es un álgebra localmente convexa si
es un álgebra topológica de tal manera que como espacio topológico es un espacio
localmente convexo; es decir, su topología esta dada por una familia de seminormas
fk�k� : � 2 �g que satisfacen la condición: 8� 2 �; 9� 2 � tal que kxyk� �
kxk� kyk� para todo x; y 2 A:
Dentro de las álgebras topológicas localmente convexas destacan las álgebras

de Banach y las localmente m-convexas, estas últimas se caracterizan porque sus
topologías están dadas por seminormas submultiplicativas.
Algunos de los resultados que se presentan en este trabajo requieren para su
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demostración una base de topología, más precisamente de la Teoría de los primeros
capítulos del libro de Gillman-Jerison [11] y de la cual mencionamos lo más impor-
tante en la sección 1.2 del primer capítulo.
Decimos que un álgebra A tiene unidad si existe un elemento e en A tal que

e � a = a � e = a para cada elemento a 2 A.
Por otro lado, el papel importante de las álgebras de Banach conmutativas rad-

ica en la Teoría de Gelfand; es decir, en la relación entre sus funcionales lineales
multiplicativos y sus ideales máximos, así como el espectro de sus elementos. Por
lo que en la sección 1.3 del primer capítulo, además de dar conceptos básicos de
las álgebras topológicas damos resultados importantes acerca de las álgebras de
Banach, todos estos relacionados con la Teoría de Gelfand, donde el resultado que
nos interesa es el Teorema de Gelfand-Mazur, el cual nos dice que: si un álgebra
de Banach es un álgebra con división, entonces es isomorfa a C el campo de los
números complejos.
Por ultimo, en este capítulo dedicamos una pequeña sección a las álgebras m-

convexas, debido a que si tenemos un álgebra m-convexa completa, conmutativa
con unidad esta se puede ver como el límite inverso de álgebras de Banach.
En el Capítulo 2, damos dos resultados nuevos acerca de (Cb(X); �), el álgebra

de todas las funciones con valores en F, continuas y acotadas de�nidas en X, con
las operaciones algebraicas usuales y dotado con la topología estricta �; es decir,
la topología dada por las seminormas kfk' = sup

x2X
jf(x)j j'(x)j, f 2 Cb(X); ' 2

B0(X), donde B0(X) es el espacio de todas las funciones de�nidas de X en R que
se anulan al in�nito. Estos resultados forman parte de un artículo del cual la autora
de esta Tesis es coautora.
En este Capítulo de�nimos la propiedad de la síntesis espectral para un álge-

bra conmutativa con unidad, donde un álgebra conmutativa con unidad A tiene
esta propiedad si y sólo si todo ideal cerrado es la intersección de ideales máximos
cerrados de A de codimensión 1. En Arizmendi-Carrillo-García [3] se prueba que
(Cb(X); �) tiene la propiedad de la síntesis espectral (p.s.s.). Con esto, en la sec-
ción 2.1 probamos el primero de estos resultados, el cual nos dice que si X es un
espacio conexo y de Fréchet-Urysohn, entonces (Cb(X); �) no tiene ideales propios,
cerrados y �nitamente generados. Esto último implica que todo elemento no cero y
no invertible es un divisor topológico de cero.
En la sección 2.2, además de presentar el segundo resultado importante, de�n-

imos el espectro tanto para un elemento como para eneadas de elementos de un
álgebra topológica con unidad.
Sea A un álgebra m-convexa conmutativa. Denotamos por M (A) al espacio de

todos los funcionales lineales, multiplicativos, continuos y no nulos de A; y por
M# (A) al espacio de todos los funcionales lineales, multiplicativos y no cero de
A, ambos dotados con la topología débil estrella (w�). Observemos que M# (A)
solamente depende de la estructura algebraica de A y no se modi�ca si cambiamos
la topología de A. Sin embargo, M (A) depende de la topología que le asignemos a
A.
Para un álgebra m-convexa, compleja , conmutativa, metrizable, completa y

con unidad sabemos que todo funcional lineal multiplicativo no nulo es contin-
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uo en subalgebras �nitamente generadas, pero esto no necesariamente sucede para
subalgebras numerablemente generadas. Aunque (Cb (X) ; �) no siempre es un ál-
gebra m-convexa, probamos que si X es un espacio seudocompacto, entonces todo
funcional lineal multiplicativo no nulo de (Cb (X) ; �) es continuo en subalgebras
numerablemente generadas.
En esta Tesis también estudiamos a los espacios de ideales máximos de álge-

bras topológicas de funciones continuas A-valuadas, de�nidas en un espacio com-
pletamente regular; donde A es un álgebra topológica conmutativa, con unidad,
de Banach o m-convexa. Por lo que en el Capítulo 3 de�nimos al álgebra C(X;A)
de todas las funciones continuas A-valuadas y de�nidas en X, para A un álgebra
localmente m-convexa conmutativa y X un espacio completamente regular. Con
respecto a esta álgebra, en la sección 3.1 desarrollamos parte del artículo On the
ideal structure of algebras of LMC-algebra valued functions de J. Arhippainen [1],
donde se prueba que si C(X;A) tiene asignada la topología compacto abierta K,
entonces tenemos la igualdadM (C(X;A);K) = X �M (A) siempre queM (A) sea
un conjunto equicontinuo.
El resto del capítulo está dedicado a desarrollar, en el contexto de las álgebras

de Banach o m-convexas, la teoría de las álgebras Cb(X;A), de todas las funciones
continuas y acotadas de X en A, y Cp(X;A), el espacio de todas las funciones
continuas de X en A con f(X) un subconjunto compacto de A. De manera que la
sección 3.2 la dedicamos a de�nir la topología del supremo y la topología estricta
en dichas álgebras, y demostrar que ambas álgebras dotadas con la topología del
supremo son de Banach.
Nuevamente, en la sección 3.3, consideramos a Cb(X;A) y de�nimos un homo-

mor�smo de este espacio en Cb(X �M (A)). Podemos considerar a un álgebra de
Banach, compleja, conmutativa con unidad y semisimple A, en este caso dicho ho-
momor�smo encaja al álgebra Cb(X;A) en Cb(X �M (A)), esta última isomorfa
a C(� (X �M (A))). Más aún, esto nos da una caracterización para el espacio de
ideales máximos de Cb(X;A), utilizando un resultado que aparece en Royden [18].
En la siguiente sección, de�nimos a Cb(X;A) y Cp(X;A) para A un álgebra m-

convexa completa, conmutativa con unidad. A estas álgebras las dotamos con una
topología que las hace álgebras m-convexas, completas, conmutativas con unidad.
De manera que cada una de estas se pueden ver como el límite inverso de álgebras
de Banach.
Las mismas técnicas que llevan a la caracterización de la m-convexidad de las

álgebras (Cb (X) ; �), para un espacio completamente regular, y que se mencionan
en el artículo On the m-convexity of Cb(X) de Arizmendi-Carrillo [2], con una
pequeña modi�cación, nos han dado las herramientas para mostrar que un álgebra
(Cb (X;A) ; �) es m-convexa si y sólo si B0(X) = B00(X), donde X es un espacio
completamente regular y (A; k�k) es un álgebra de Banach; mientras que en el caso
de que X sea un espacio localmente compacto tenemos que (Cb (X;A) ; �) es m-
convexa si y sólo si C0(X) = C00(X), todo esto lo vemos dentro de la sección 3.5.
Finalmente, ya que en este trabajo consideramos sólo a las álgebras topológicas

con unidad, entonces obtenemos que Cb(X;A) y Cp(X;A) son álgebras con unidad.
Esto nos permite discutir la invertibilidad de un elemento f en Cb(X;A) (o (o
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respectivamente). Así, en la última sección del Capítulo 3 discutimos las condiciones
necesarias y/o su�cientes para que f sea invertible en Cb(X;A) (o Cp(X;A)). Al
mismo tiempo, mostramos que en Cp(X;A) existe una relación entre el espectro
de un elemento f en esta álgebra y el espectro de ef , la extensión de f a �X la
compacti�cación de Stone-µCech de X.
En el Capítulo 4, dados un espacio completamente regular X y un algebra lo-

calmente convexa A, exponemos los conceptos de Familia de Nachbin, Familia de
Nachbin multiplicativa y Familia de Nachbin multiplicativa de tipo puntual. Estas
de�niciones, dadas en Govaerst [12], las mencionamos aquí para poder expresar al
álgebra (Cb (X;A) ; �) como un espacio del tipo CV (X;A), los cuales se conocen
como espacios con peso "weighted spaces � que consisten de todas las funciones
continuas f , de�nidas de X en A, tales que qv;� (f) = sup

x2X
p� (v(x)f(x)) para todo

v en una familia de Nachbin V de funciones no negativas en X y � 2 �, donde
fp� : � 2 �g es la familia de seminormas que generan la topología en A. Así, la
prueba de queM (Cb (X;A) ; �) = X �M (A) es relativamente sencilla aplicando el
Teorema 1 de Govaerst [12].



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo introducimos algunos conceptos y resultados básicos que nos
servirán para el desarrollo de este trabajo. Empezamos por dar algunas de�niciones,
y en la sección 1.2 estudiamos resultados sobre el espacio de funciones continuas con
valores en el campo de los números reales y de�nidas en un espacio completamente
regular. Por último, en la sección 1.3 de�nimos conceptos importantes sobre algebras
topológicas.
En lo que sigue, consideramos a F como el campo de los numeros reales o com-

plejos.

De�nición 1 Sea X un conjunto. Decimos que (X;�) es un conjunto ordenado si
X tiene de�nida la relación � tal que satisface:

(i) x � x

(ii) si x � y y y � z, entonces x � z,

(iii) si x � y y y � x, entonces x = y.

Mientras que si (X;�) además cumple que cualesquiera dos de sus elementos
son comparables; es decir que para cada par x; y 2 X tenemos que x � y ó y �
x, decimos que (X;�) es totalmente ordenado. Y a un subconjunto totalmente
ordenado Y de un conjunto ordenado (X;�) lo llamamos cadena, mientras que
decimos que una cadena Y está acotada superiormente si existe x0 2 X tal que
y 4 x0 para todo y 2 Y .

De�nición 2 Dado x0 2 X lo llamamos máximo en X si siempre que x0 � y esto
implica que x = y.

Lema 3 (Zorn) Sean (X;�) un conjunto ordenado, no vacío y tal que toda cadena
Y � X esta acotada superiormente. Entonces, Y tiene un elemento máximo xY 2 X
tal que y 4 xY para todo y 2 Y .

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.1. Sobre espacios completamente regulares y es-
pacios de funciones

De�nición 4 Sea X un espacio topológico, no vacío y de Hausdor¤. Decimos que
X es un espacio completamente regular si para cada conjunto cerrado y no vacío
L � X y cada x 2 X�L, existe f : X ! C una función continua tal que
f(x) =2 f(L).

Equivalentemente tenemos el siguiente resultado que aparece en Engelking [8].

Proposición 5 Sea X un espacio no vacío y de Hausdor¤. Entonces, X es un
espacio completamente regular si y sólo si para cada cerrado no vacío L � X y cada
x 2 X�L, existe una función continua g : X ! [0; 1] tal que g(x) = 0 y g(L) = f1g.

De�nición 6 Sean (X; �) un espacio vectorial topológico, de Hausdor¤, completa-
mente regular y (E; �) un espacio vectorial topológico, donde � y � son las topologías
dadas en X y E respectivamente. De�nimos

C (X;E) = ff : X ! E : f es una función continuag;
Cb (X;E) = ff : X ! E : f es una función continua y acotadag

Si E = F dotado con la topología usual, escribiremos

C (X) = ff : X ! F : f es una función continuag; y
Cb (X) = ff : X ! F : f es una función continua y acotadag.

Para a 2 E, por a representaremos a la función constante a; es decir, a(x) = a
para todo x 2 X.

De�nición 7 Sea f 2 C(X) (ó Cb (X)). Denotamos por Z(f) al conjunto nulo
f�1(0). Si f es lineal, Z(f) usualmente denota al espacio nulo de f . Para f de�ni-
mos en X al conjunto suppf = cl(X�Z(f)), donde cl denota al operador cerradura.

Teorema 8 Sea X un espacio de Hausdor¤. Entonces, X es completamente regular
si y sólo si la familia Z(X) = fZ(f) : f 2 C(X)g de todos los conjuntos nulos es
una base para los conjuntos cerrados de X.

Demostración. Para la necesidad, supongamos queX es un espacio completamente
regular. Entonces, dado F � X cerrado y x 2 X�F , existe f 2 C(X) tal que
f(x) = 1 y f [F ] = f0g. Así, Z(f) � F y x =2 Z(f); por tanto Z(X) es base.
Por otro lado, si Z(X) es base para los conjuntos cerrados de X, entonces para

F � X cerrado y x 2 X�F , existe un conjunto nulo, digamos Z(g) tal que Z(g) � F
y x =2 Z(g). De esto último tenemos que g(x) 6= 0, llamemos r = g(x). Claramente,
f = r�1g 2 C(X), f(x) = 1 y f(F ) = f0g, por lo que X es completamente regular.
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1.2. Ideales máximos en espacios de funciones con-
tinuas

En esta sección consideramos sólo funciones con valores en el campo de los
números reales, denotando por C (X) a C (X;R) y por Cb (X) a Cb (X;R); además,
enunciamos resultados del libro de Gillman-Jerison [11]. Empezamos por estudiar
algunas relaciones entre propiedades topológicas del espacio X y propiedades alge-
braicas de C(X).
Sean X un espacio de Hausdor¤ y f; g 2 C (X). Entonces, es claro que tenemos

las siguientes propiedades:
1.-Z(f) = Z(jf j) = Z(fn) para cada n 2 N,
2.-Z(0) = X y Z(1) = ;,
3.-Z(fg) = Z(f) [ Z(g),
4.-Z(f2 + g2) = Z(jf j+ jgj) = Z(f) \ Z(g), y
5.- Z(X) es cerrado bajo intersecciones numerables.
Notemos también que si f y g son funciones con valores en el campo de los

números complejos tenemos:
1�.-Z(f) = Z(f f) ,
4�.-Z(f f + g g) = Z(f) \ Z(g).
La siguiente de�nición para una familia de subconjuntos de X no vacía que

cumple ciertas propiedades es similar a la que se tiene para �ltro.

De�nición 9 Sea F � C(X) una familia no vacía, decimos que F es z-�ltro en X
si cumple:

i) ; =2 F
ii) Z1; Z2 2 F =) Z1 \ Z2 2 F
iii) Z 2 F; Z 0 2 Z(X) y Z � Z 0 =) Z 0 2 F

Teorema 10 a) Sea I un ideal en C(X), entonces Z[I] = fZ(f) : f 2 Ig es un
z-�ltro en X.

b) Sea F un z-�ltro en X, entonces Z [F] = ff : Z(f) 2 Fg es un ideal en
C(X).

Demostración.

a) Sea I un ideal en C(X):

i) Como I no contiene a la unidad, ; =2 Z[I].
ii) Sean Z1; Z2 2 Z[I]. Sean f1; f2 2 I tales que satisfacen Z1 = Z(f1),

Z2 = Z(f2). Dado que I es un ideal, f21 + f
2
2 2 I. De donde

Z1 \ Z2 = Z(f21 + f
2
2 ) 2 Z[I].
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iii) Sean Z 2 Z[I], y Z 2 Z(X). Consideremos f 2 I, f 0 2 C(X) tales que
Z = Z(f), Z 0 = Z(f 0). Ya que I es un ideal, tenemos ff 0 2 I. Ahora, si
Z 0 � Z, entonces

Z 0 = Z [ Z 0 = Z(ff 0) 2 Z[I].

b) Sea J = Z [F]. Por la de�nición anterior, J no contiene a la unidad. Sean
f; g 2 J , y h 2 C(X). Entonces,

Z(f � g) � Z(f) \ Z(g) 2 F,

y Z(hf) � Z(f) 2 F. Por la de�nición 9) ii), Z(f � g), Z(hf) 2 F. Por lo
cual, f � g, hf 2 J , con lo que J es un ideal.

Observemos que para F �Z(X), los conjuntos nulos cumplen

Z[Z [F]] = F y Z [Z[I]] � I.

Donde la primera relación implica que todo z-�ltro es de la forma Z[J ] para algún
ideal J . Mientras que en la segunda, la inclusión puede ser propia.

De�nición 11 Decimos que F es un z-ultra�ltro si este es un z-�ltro máximo.

Así, como Z y Z preservan la inclusión, si M � C(X) es un ideal máximo,
entonces Z[M ] es un z-ultra�ltro; y a la inversa, si F es un z-ultra�ltro, Z [F] es
un ideal máximo en C(X).

De�nición 12 Sea p 2 X, decimos que p es punto cerradura de un z-�ltro F si
cada vecindad de p intersecta a todo elemento de F. De�nimos por

Ap := fZ(f) 2 Z(X) : p 2 Z(f)g:

De�nición 13 Sea F un z-�ltro, decimos que F converge al límite p si toda vecindad
de p contiene un elemento de F.

Notemos que, como los elementos de F son conjuntos cerrados, p es punto cer-
radura de F si y sólo sí p 2 \F. Así, Ap es un z-ultra�ltro y p es punto cerradura de
un z-�ltro F si y sólo si F � Ap. Además Ap es el único z-ultra�ltro que converge
a p.

De�nición 14 Sea I ideal de C(X) o Cb(X):

1) Si \Z[I] 6= ;, decimos que I es un ideal �jo.

2) Si \Z[I] = ;, decimos que I es un ideal libre.



1.2. IDEALES MÁXIMOS EN ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS 5

Observemos que si Z(f) 6= ;, entonces el ideal hfi = fC(X) ( ó hfi = fCb(X))
es �jo pues \Z[hfi] = Z(f). Por lo que todo ideal libre I en C(X) (ó Cb(X))
contiene ideales �jos no triviales; por ejemplo, si I es un ideal libre y f 2 I es no
nula tenemos que hfi es un ideal �jo.

Teorema 15 a) Los ideales máximos �jos en C(X) son los conjuntos

Mp = ff : f(p) = 0g, p 2 X

Los ideales Mp son distintos para elementos p 2 X distintos. Además,

C(X)�Mp
�= R;Mp(f) �! f(p):

b) Los ideales máximos �jos en Cb(X) son los conjuntos

M�p = ff 2 Cb : f(p) = 0g, p 2 X

Los ideales M�p son distintos para elementos p 2 X distintos. Además,

Cb(X)�Mp
�= R;M�p (f) �! f(p):

Demostración.

a) Mp es el núcleo del homomor�smo Hp : C(X) ! R, f ! f(p); Hp es sobre,
pues r(p) = r para cada r 2 R. Además, Mp es un ideal máximo y la
unicidad de p se debe a que si p y p0 son elementos distintos de X, como X
es completamente regular, existe f 2 C(X) tal que f(p) 6= f(p0).

Por otro lado, si M es un ideal �jo en C(X), existe p 2 \Z[M ]. Así, M �Mp

y, en caso de ser M ideal máximo, tenemos que M =Mp.

Por último, Mp es el núcleo del homomor�smo Hp y este es sobre, por tanto
C(X)�Mp

�= R.

b) Para la demostración véase el inciso anterior.

De�nición 16 Decimos que un ideal máximo M es real si C(X)�M �= R (re-
spectivamente Cb(X)�M �= R) y su correspondiente z-ultra�ltro es un z-ultra�ltro
real.

Dos resultados importantes que utilizamos en el siguiente capítulo son los sigu-
ientes (para su demostración véase Gillman-Jerison [11], págs. 71 y 76).

Teorema 17 a) Todo ideal máximo en Cb(X) es real.
b) Todo ideal máximo en C(X) es real si y sólo si X es seudocompacto.



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Teorema 18 Sea M un ideal máximo en C(X). Son equivalentes:
1) M es real.
2) Z[M ] es cerrado bajo intersecciones numerables.
3) Z[M ] tiene la propiedad de la intersección numerable.

Sean T un espacio completamente regular tal que X � T denso y F un z-�ltro
en X. Las de�niciones 12 y 13 se pueden traducir a lo siguiente:

De�nición 19 Sea p 2 T , decimos que p es punto cerradura de un z-�ltro F si
cada vecindad, en T , de p intersecta a todo elemento de F. De�nimos por

Ap := fZ(f) 2 Z(X) : p 2 clT (Z(f))g:

Es decir, p es un punto cerradura de F si p 2
T
Z2F

clT (Z).

De�nición 20 Sea F un z-�ltro, decimos que F converge al límite p si toda vecin-
dad, en T , de p contiene un elemento de F.

Existen varios procedimientos para construir a �X, la compacti�cación de Stone-
µCech del espacio X, en general, una compacti�cación de un espacio no compacto
X se hace adjuntando nuevos puntos, los cuales son puntos límite de conjuntos
cerrados y no compactos de X. Considerando este proceso, en Gillman-Jerison [11]
se hace restringiendo la atención a los conjuntos nulos; esto es, ya que los conjuntos
nulos forman una base para los cerrados, se adjunta a X un nuevo punto para cada
z-ultra�ltro, tal punto es de�nido como el límite de dicho z-ultra�ltro.
Así que, la familia de z-ultra�ltros deX es (Ap)p2�X ; donde A

p es el z-ultra�ltro
en X con límite p. Si p 2 X, Ap= Ap; y si p 2 �X, p es el límite de un z-ultra�ltro

Ap en X.
Además, cl�X(Z) = fp 2 �X : Z 2 Apg, es decir p 2 cl�X(Z) () Z 2 Ap; y

fcl�X(Z)gZ2Z(X) forman una base para los cerrados de �X.
Todo esto gracias al siguiente Teorema (véase Gillman-Jerison [11], Teorema

(6.5)):

Teorema 21 (Teorema de Compacti�cación) Todo espacio (completamente reg-
ular) X tiene una compacti�cación �X, con las siguientes propiedades equivalentes:

(1) (Stone) Toda función continua f de X en un espacio compacto Y , tiene una
extensión continua ef de �X en Y .

(2) (Stone-µCech) Toda función f 2 Cb(X), tiene una extensión a una funciónef 2 C(�X).
(3) (µCech) Cualesquiera dos conjuntos nulos ajenos en X, tienen cerraduras aje-

nas en �X.
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(4) Para cualesquiera dos conjuntos nulos Z1 y Z2 en X,

cl�X (Z1 \ Z2) = cl�X (Z1) \ cl�X (Z2) .

(5) Distintos z-ultra�ltros en X, tienen distintos limites en �X.

Además, �X es único, salvo homomor�smos, tal que satisface cualquiera de las
condiciones anteriores.

Notación 22 Denotemos por Mp (Mp�) al ideal en C(X) ( resp. Cb(X)) corre-
spondiente al z-ultra�ltro Ap; si p 2 X, Mp =Mp (Mp� =M�p ).

1.3. Algebras Topológicas

Ahora, empezamos a dar de�niciones sobre los espacios que estudiaremos en los
siguientes capítulos.

De�nición 23 Decimos que A es un álgebra topológica sobre F si es un álgebra que
es un F-espacio vectorial topológico Hausdor¤; además tiene asociado un producto
que es asociativo y continuo

� : A�A! A;

donde A � A tiene asociada la topología producto, en este caso diremos que este
producto es conjuntamente continuo.

De�nición 24 Si un algebra topológica A es conmutativa, decimos que A es un
álgebra topológica conmutativa . En caso de que el álgebra tenga unidad e, diremos
que es un álgebra topológica con unidad.

De�nición 25 Un álgebra topológica A es un álgebra topológica completa si como
espacio vectorial topológico es completo.

De�nición 26 Decimos que un álgebra topológica A es un álgebra normada si su
topología está dada por una norma (A; k�k) tal que

kxyk � kxk kyk ;8x; y 2 A:

De�nición 27 Un álgebra de Banach A es un álgebra normada y completa.

De�nición 28 Decimos que A es un álgebra localmente convexa si es un álge-
bra topológica que como espacio topológico es un espacio localmente convexo. En
este caso su topología esta dada por una familia de seminormas fk�k� : � 2 �g que
satisfacen la siguiente condición:

8� 2 �; 9� 2 � tal que kxyk� � kxk� kyk� para todo x; y 2 A: (1)
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De�nición 29 Decimos que un álgebra localmente convexa A es m-convexa si toda
seminorma es submultiplicativa:

kxyk� � kxk� kyk� 8� 2 � y todo x; y 2 A (2)

Notemos que toda álgebra normada es m-convexa.

De�nición 30 Decimos que un álgebra topológica es un álgebra de Fréchet si es
metrizable y completa.

Dentro de la Teoría de operadores, al estudiar el espacio de todos los operadores
lineales de�nidos en un espacio de Hilbert H, se encontró que este espacio tiene
estructura de espacio vectorial; más aún, si consideramos a B el espacio de todos
los operadores lineales acotados de�nidos en H, a este espacio le podemos asociar
una norma que lo hace espacio vectorial normado. Además, algebraicamente se tiene
de�nido en B una multiplicación que le da una estructura multiplicativa suplemen-
taria que lo convierte en un álgebra. Por otro lado, la teoría espectral de operadores
acotados encuentra su homólogo en los resultados sobre álgebras de Banach:

De�nición 31 Sea A un álgebra de Banach conmutativa con unidad e. Decimos
que a 2 A es invertible si existe b 2 A tal que ab = e. En tal caso, el inverso de a es
evidentemente único, y lo denotamos por a�1. A la familia de todos los elementos
invertibles en A la denotamos por G(A).

El siguiente teorema es fundamental en la teoría de Algebras de Banach, véase
Zelazko [20].

Teorema 32 (Gelfand-Mazur) Un álgebra de Banach conmutativa con unidad
tal que es un campo, es isométricamente isomorfo al campo de los números comple-
jos.

También, de suma importancia, por su estructura algebraica, resulta el estudio
de los ideales de un álgebra de Banach, aún más el estudio de los ideales máximos.
Un teorema conocido e importante en la teoría de anillos, que podemos ver en

Rotman [17], es el siguiente:

Teorema 33 Sean R y R0 dos anillos y un homomor�smo suprayectivo de R
en R0 con núcleo I, I � R. Entonces R0 es isomorfo a R=I. Además hay una
correspondencia entre el conjunto de ideales en R0 y el conjunto de ideales en R que
contienen a I.

El siguiente lema también es fundamental y es válido en general para anillos
conmutativos con unidad.

Lema 34 Todo ideal propio de un álgebra de Banach A conmutativa con unidad
está contenido en un ideal máximo. Un ideal M en A es máximo si y sólo si A=M
es un campo.
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Demostración. Para la primera parte, sean A un álgebra de Banach, conmutativa
con unidad, I un ideal propio en A, F la familia de todos los ideales en A que
contienen a I y = el conjunto formado por los ideales siguientes:
Sea y 2 A�(I [ feg) �jo, que existe por ser I un ideal propio en A. Consideremos

el ideal Iy generado por I[fyg, si este es máximo acabamos el proceso y obtenemos
lo que deseamos. En otro caso, Iy es un ideal propio que contiene a I y procedemos
a tomar un elemento z 2 A � (Iy [ feg) �jo, siguiendo el mismo procedimiento
construimos = el conjunto de los ideales construidos de esta manera. Es obvio que
= es una cadena no vacía y que F es un conjunto ordenado y no vacío bajo la
relación de contención. Por el lema de Kuratowski-Zorn (lema 3), = tiene elemento
máximo, con lo que concluimos con lo que se pide.
Por otro lado, sea M un ideal en A y supongamos que es máximo. Entonces,

A=M tiene como únicos ideales al trivial y al total, y como A=M es un álgebra de
Banach, conmutativa con unidad por tener A estas propiedades. Entonces, tenemos
que A=M es campo. A la inversa, si A=M es campo, sus únicos ideales son el trivial
y el mismo A=M . Por el Teorema anterior, hay una correspondencia inyectiva entre
el conjunto de ideales de A=M y el conjunto de ideales de A que contienen a M .
El ideal M corresponde con el ideal trivial de A=M , mientras que A corresponde al
ideal A=M de A=M , por lo que M debe ser máximo.

Teorema 35 Sea A un álgebra de Banach, compleja, conmutativa con unidad. En-
tonces, todo ideal máximo en A es cerrado y siM es un ideal máximo de A, entonces
A=M es isométricamente isomorfo al campo de los números complejos.

Sea M un ideal máximo del álgebra de Banach conmutativa con unidad A. La
proyección de A! A=M es un homomor�smo de álgebras con núcleo o espacio nulo
M . El Teorema de Gelfand-Mazur permite identi�car a A=M con el campo de los
números complejos. De manera que M resulta ser el núcleo de un homomor�smo
complejo no nulo �.
Si a 2 A, podemos de�nir a �(a) como el único complejo � tal que a +M =

�e+M ; es decir, a� �e 2M .
A la inversa, si � es un homomor�smo complejo no nulo de�nido en A, y M� es

su espacio nulo, entonces A=M� es un campo, por lo que M� es un ideal máximo
en A. Entonces tenemos el siguiente Teorema, véase Zelazko [20]:

Teorema 36 Sea A un álgebra de Banach conmutativa con unidad y � un ho-
momor�smo complejo no nulo de�nido en A con espacio nulo M�. Entonces, la
correspondencia � 7�! M� es una correspondencia biyectiva del espacio de los ho-
momor�smos complejos no nulos sobre A en el espacio de ideales máximos de A.

Sea A un álgebra topológica con unidad. Denotamos por M#(A) al espacio
de todas las funcionales lineales multiplicativas no triviales de�nidas en A y por
M(A) al espacio de todas las funcionales lineales multiplicativas continuas no triv-
iales de�nidas en A, ambos dotados con la topología débil estrella w�; donde cada
elemento F de M#(A) tiene como base de vecindades a la familia formada por los
conjuntos

U (F; x1; :::; xn; ") =
�
G 2M#(A) : jF (xi)�G(xi)j < "; i = 1; 2; :::; n
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donde " > 0, x1; :::; xn 2 A, n 2 N, y en M(A) tal topología es la topología
relativa. Dado x 2 A, x̂ está de�nido por la transformada de Gelfand: x̂(F ) = F (x),
F 2M# (A).
Entonces, por el Teorema anterior, existe una relación entre las funcionales

lineales multiplicativas de un álgebra de Banach A y sus ideales máximos. Donde si
F 2M# (A), entonces MF = fx 2 A : F (x) = 0g es un ideal máximo en A por ser
de codimensión 1. Por otro lado, si M es un ideal máximo en A, por ser cerrado y
A�M = C. Por tanto tenemos lo siguiente, véase Zelazko [20], pág. 36:

Teorema 37 Si A es un álgebra de Banach y F es un funcional lineal multiplica-
tivo, entonces F es continuo y de codimensión 1.

Como consecuencia del resultado anterior obtenemos el siguiente (véase Zelazko
[20], pág. 38):

Teorema 38 Sea A un álgebra de Banach conmutativa con unidad. EntoncesM(A)
es no vacío y cualquier ideal propio de A está contenido en uno máximo.

Cabe señalar que para un álgebra topológica conmutativa con unidad A el espa-
cio nulo de los elementos deM(A) son los ideales cerrados máximos de codimensión
1 (véase Zelazko [20]).

De�nición 39 Dada un álgebra topológica A, y x 2 A, x 6= 0, decimos que x es
un divisor topológico bilateral de cero si existen dos redes (yv) y (zv) en A no
convergentes a cero y tales que yvx! 0 y xzv ! 0. Si A es un álgebra topológica
conmutativa, decimos simplemente que x es un divisor topológico de cero.

Un divisor topológico bilateral de cero es propio si no es divisor de cero.

De�nición 40 Sea A un álgebra con unidad e. Dado x 2 A, decimos que x es
topológicamente invertible si cl(Ax) = cl(xA) = A.

Esta de�nición es equivalente a la existencia de dos redes ~a = (a�) y ~b = (b�), a
las que llamamos inverso topológico derecho e izquierdo respectivamente, y son tales
que xa� ! e y b�x! e. Por Gt(A) denotamos al conjuntos de todos los elementos
topológicamente invertibles de A. Equivalentemente, x es topológicamente invertible
si para cada vecindad de cero V (0) existen av y a0v en A tales que xav � e 2 V (0)
y a0vx �e 2 V (0).

1.3.1. Algebras m-convexas

Esta pequeña sección la dedicamos a las algebras m-convexas, ya que algunas
algebras m-convexas se pueden representar como el límite inverso de algebras de
Banach, lo cual es importante resaltar y que utilizamos más adelante. Para es-
to, primero recordemos que para A un álgebra m-convexa podemos encontrar una
familia de seminormas fk�k�g�2� que de�nen su topología y cada una de estas
seminormas es submultiplicativa; es decir, cumple la desigualdad

kxyk� � kxk� kyk� 8� 2 � y todo x; y 2 A

Además, necesitamos de�nir lo siguiente.
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De�nición 41 A un conjunto � y una relación � de�nida en él, tal que (�;�)
es ordenado, lo llamamos conjunto dirigido si satisface que para �, � 2 �, existe

 2 � tal que � � 
 y � � 
.

De�nición 42 Sean (�;�) un conjunto dirigido, fX�; � 2 �g un sistema de es-
pacios vectoriales topológicos, los cuales podemos asumir que son de Banach, y
supongamos que se satisface que para todo �; � 2 � tal que � � � existe una fun-
ción lineal ��� : X� ! X� y este sistema de funciones

�
���; �; � 2 �

	
satisface

que ����


� = �
� siempre que � � � � 
. Por el límite inverso de fX�; � 2 �g,

denotamos a l��m
 �
�

X� el subconjunto del producto cartesiano
Q
�2�

X�, formado por los

elementos (x�)�2� tales que �
�
� (x�) = x�, siempre que � � �.

Si fX�; � 2 �g es una familia de espacios de Banach, entonces l��m �
�

X� es un es-

pacio localmente convexo. Esto se debe a que si j�j� es la norma en X�, entonces
dado x = (x�)�2� 2 l��m �

�

X� podemos de�nir la seminorma kxk� = jx�j�, este sis-

tema de seminormas induce una topología en l��m
 �
�

X� que lo hace espacio localmente

convexo.
Sea (A; fk�k� : � 2 �g) un álgebra m-convexa completa, conmutativa, con unidad

e tal que si � � � entonces kxk� � kxk� para todo x 2 A. Consideremos el con-
junto Ker(k�k�) = fx 2 A : kxk� = 0g el cual es un ideal en A, esto lo tenemos
ya que para x 2 A, y 2 Ker(k�k�) se cumple que 0 � kxyk� � kxk� kyk� = 0,
y así xy 2 Ker(k�k�). Además, Ker(k�k�) es cerrado en (A; fk�k� : � 2 �g), pues
para x 2 Ker(k�k�), existe (x�) � Ker(k�k�) una red tal que x� ! x en A; esto
último implica que kx� � xk� ! 0 para cada � 2 �, en particular kx� � xk� ! 0
y como kxk� � kx� � xk� + kx�k� obtenemos que x 2 Ker(k�k�), de aquí que
A�Ker(k�k�) es un álgebra normada, donde su norma esta dada por

kx+Ker(k�k�)k
0
� = ��nf

y2Ker(k�k�)
kx+ yk� :

Sea �� : A ! A�Ker(k�k�) de�nida por �� (x) = x + Ker(k�k�) para cada
x 2 A. Como 0 2 Ker(k�k�) se cumple que k�� (x)k

0
� � kxk� y dado que

kxk� = kx+ y � yk� � kx+ yk� + k�yk�

para todo y 2 Ker(k�k�) tenemos que kxk� � k�� (x)k
0
� y por lo tanto k�� (x)k

0
� =

kxk�.
Denotamos por A� a la completación de A�Ker(k�k�). A� es un álgebra de Ba-

nach y como �� es sobre (�� (A) = A�Ker(k�k�)) cada x 2 A�� (A�Ker(k�k�))
es el límite de una sucesión de Cauchy en A�Ker(k�k�); así que �� (A) es denso
en A�.
De�nimos

��� : A�Ker
�
k�k�

�
! A�Ker(k�k�)
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como ���
�
x+Ker(k�k�)

�
= x + Ker(k�k�) siempre que � � �, el cual está bien

de�nido pues si x+Ker(k�k�) = y +Ker(k�k�) entonces

x� y 2 Ker(k�k�) � Ker(k�k�):

Esto implica que x+Ker(k�k�) = y+Ker(k�k�) y ya que �� (xy) = �� (x)�� (y)
se cumple que

��� (�� (x)�� (y)) = ��� (�� (xy)) = �� (xy)

= �� (x)�� (y) = �
�
� (�� (x))�

�
� (�� (y)) ;

por lo que ��� es un homomor�smo de algebras.
Ahora veamos que ��� es continuo; como kxk� � kxk� para todo x 2 A, esto

implica que


��� (�� (x))

� � k�� (x)k� y así ��� es un homomor�smo continuo.

Debido a la continuidad de ���, este se puede extender a un homomor�smo continuo
de A� en A�.
Por otro lado de�namos

� : A! l��m
 �
�

A� �
Q
�2�

A�

por �(x) = (�� (x))�2� para cada x 2 A. Es claro que (�� (x))�2� pertenece a

l��m
 �
�

A� pues ��� (�� (x)) = �
�
�

�
x+Ker(k�k�)

�
= x+Ker(k�k�) = �� (x). Notemos

que � es inyectivo ya que si �(x) = (�� (x))�2� = 0, entonces �� (x) = 0 para
todo � 2 � y así x = 0.
Además, l��m

 �
�

A� es cerrado en
Q
�2�

A�:

Sea x 2 l��m
 �
�

A�, entonces existe (x�) 2 l��m �
�

A�, x� = (x
�), tal que x� !
�
x y

��� (x


�)!

�
��� (x


). Esto implica que x
� !
�
��� (x


) y como x�� !
�
x� y el límite es

único, por lo que obtenemos que x 2 l��m
 �
�

A�.

Por último, observemos que �(A) es denso en l��m
 �
�

A� :

Sean "0 > 0, (x�)�2� 2 l��m �
�

A� y (x�)�2�+V�1 � :::�V�n �
Q
A� una vecindad

de (x�)�2�. Sabemos que existe 
 2 � tal que k�k
0
�i
� k�k0
 para todo 1 � i � n y

como �� (A) es denso en A� existe x 2 A tal que kx
 ��
 (x)k0
 < "0, de donde

kx�i ���i (x)k
0
�i
=


�
�i (x
)��
�i (�
 (x))

0�i �M kx
 ��
 (x)k0
 < M"0

para algún M > 0. Por lo que �(A) es denso en l��m
 �
�

A�:

Recordemos que k�� (x)k0� = kxk�, lo cual implica que A y �(A) tienen
topologías equivalentes y así �(A) es completo y por tanto cerrado. Concluimos
que A = l��m

 �
�

A�. Entonces, tenemos el resultado siguiente:
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Teorema 43 Sea A un álgebra m-convexa, completa, conmutativa, con unidad e.
Entonces, A es el límite inverso de algebras de Banach.

Además, en un álgebra A la cual es m-convexa, completa, conmutativa y con
unidad e se cumple la Propiedad de Wiener : x 2 A es invertible si y sólo si F (x) =
x̂ (F ) 6= 0, 8F 2M (A).
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Capítulo 2

Algunos resultados sobre
(Cb (X) ; �)

En lo que sigue, consideramos a X como un espacio completamente regular, no
vacío y de Hausdor¤ a menos que se diga lo contrario.
Una función acotada f : X ! F se dice que se anula al in�nito si dado " > 0,

existe un subconjunto compacto K de X tal que jf (x)j < " para cada x 2 X�K.
Denotamos por B(X) al álgebra de todas las funciones con valores en el campo

de los números complejos y acotadas de�nidas en X, por B0(X) al ideal en B(X)
de todas las funciones con valores en C acotadas que se anulan al in�nito y por
B00(X) al subespacio de B0(X) formado por todas las funciones con valores en el
campo de los complejos y con soporte compacto de�nidas en X.
Sea (Cb(X); �) el álgebra de todas las funciones con valores en F, continuas y

acotadas de�nidas en X, con las operaciones algebraicas usuales y dotado con la
topología estricta �; es decir, la topología dada por las seminormas:

kfk' = sup
x2X

jf(x)j j'(x)j f 2 Cb(X); ' 2 B0(X) (3)

Sea (C(X);K) el álgebra de todas las funciones continuas con valores en F
de�nidas en un espacio completamente regular y de Hausdor¤ X, con las opera-
ciones algebraicas usuales y dotado con la topología compacto abierta K; es decir,
la topología dada por las seminormas:

kfkK = sup
t2K

jf(t)j f 2 C(X), K 2 K (4)

donde K es el conjunto de todos los subconjuntos compactos de X: Esta familia
de seminormas de�nen una topología Hausdor¤ localmente m-convexa sobre C(X).
Observemos que la topología compacto abierta K la podemos de�nir por la familia
de seminormas dadas en (3) pero considerando ' variando sobre B00(X).
Las seminormas k�k' que de�nen la topología en (Cb(X); �) satisfacen (1) y

así Cb(X;�) es un álgebra conmutativa localmente convexa. Esta es completa si X

15
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es un k-espacio (i.e. F � X es cerrado sí y sólo si F \ K es cerrado para todo
compacto K � X, véase Giles [10]). Mientras la familia de seminormas que de�nen
la topología Hausdor¤ sobre C(X) satisfacen (2) y así (C(X);K) es un álgebra
localmente m-convexa y completa.
Si X es un espacio localmente compacto, entonces la topología estricta � en

Cb(X) la podemos de�nir por la familia de seminormas dadas en (3), pero con-
siderando a ' variando sobre el espacio C0(X) = B0(X) \ Cb(X).
En el caso de (Cb(X); �), con X completamente regular, tenemos que

M((Cb(X); �)) = f�x : x 2 Xg;

donde �x(f) = f(x) para todo f 2 Cb(X). Entonces, podemos escribir

M(Cb(X); �) = X

y dar una correspondencia inyectiva entre X y el conjunto de todos los ideales
cerrados de A vía

x! �x ! Z (�x) :

Por otro lado, tenemos que M#(Cb(X)) es homeomorfo a la compactación de
Stone-µCech �X de X, donde Cb(X) es isomorfo a C(�X) bajo el mapeo 	 :

Cb(X)! C(�X) dado por 	(f) = ef , donde ef es la extensión de f 2 Cb(X) a �X
(véase Gillman-Jerison [11], pág. 88). En Arizmendi-Perez-Roa [5], se prueba que
para cada p 2 �X�X tenemos que Fp2M#(Cb(X)) donde Fp es la evaluación en
p, es discontinua.

De�nición 44 Decimos que un álgebra de Banach conmutativa con unidad tiene la
propiedad de la síntesis espectral (p.s.s.) si cada ideal cerrado es la intersección de
ideales máximos (cerrados, véase Teorema 34). Similarmente, decimos que un álge-
bra topológica conmutativa con unidad A tiene la propiedad de la síntesis espectral
(p.s.s.) si todo ideal cerrado es la intersección de ideales máximos cerrados de A
de codimensión 1, i.e. una intersección de espacios nulos de funcionales en M(A).

De�nición 45 Sea A un álgebra topológica conmutativa con unidad tal que M(A)
es un conjunto no vacío. Para E � M(A) de�nimos al kernel k(E) como el ideal
cerrado k(E) =

T
�2E

Z(�) siempre que E sea no vacío y k(;) = A.

De�nición 46 Sea I un ideal de A, a la envolvente o hull h(I) la de�nimos como
h(I) = f� 2M(A) : I � Z(�)g.

Es claro que A tiene la propiedad de la síntesis espectral sí y sólo si I = k(h(I))
para cada ideal cerrado I de A.
Recordemos que M(Cb(X); �) = X (véase Arizmendi-Perez-Roa [5]), entonces

podemos ver que

k(E) = ff 2 Cb(X) : f(x) = 0 para todo x 2 Eg;
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si E � X es no vacío, y

h(I) = fx 2 X : f(x) = 0 para cada f 2 Ig

si I es un ideal de (Cb(X); �).
Es claro, h(cl(I)) = h(I) si I es un ideal de Cb(X) y así k(h(cl(I))) = k(h(I)).

También es obvio que I = k(h(I)) si I = Cb(X), (véase Arizmendi-Carrillo-García
[3]).
Por otro lado, es importante mencionar que el álgebra (Cb(X); �) tiene muchas

propiedades interesantes tales como:

1. (Cb(X); �) es m-convexa si y sólo si B0 (X) = B00 (X) (véase Arizmendi-
Carrillo-García [3]),

2. (Cb(X); �) es m-convexa si y sólo si la inversión f ! f�1 es continua (véase
Arizmendi-Carrillo-García [4]).

Algunas otras propiedades que cumple el álgebra (Cb(X); �) han sido extendidas
a espacios más generales, como por ejemplo, los espacios con peso "weighted spaces
"CV (X) que consisten de todas las funciones complejas y continuas de�nidas en X,
tales que

kfk� = sup
x2X

jf(x)�(x)j

para todo � en una familia Nachbin V de funciones en X (véase Govaerst [12]).
En Arizmendi-Carrillo-García [3] se prueba que (Cb(X); �) tiene la propiedad de la
síntesis espectral (p.s.s.). Usando esto, en la sección 2.1 probamos que si X es un
espacio conexo y de Fréchet-Urysohn, entonces (Cb(X); �) no tiene ideales propios,
cerrados y �nitamente generados. Esto último implica que todo elemento no cero
y no invertible es un divisor topológico de cero, ya que de la proposición 2.4 de
Arizmendi-Carrillo-García [3]:

Proposición 47 Sea A un álgebra localmente convexa ó localmente pseudoconvexa
y completa, con unidad e. Si a 2 A es topologicamente invertible y no invertible,
entonces sus inversos topológicos laterales ~b = (b�) y ~c = (c�) son no acotados y a
es un divisor topológico bilateral de cero.

Tenemos como consecuencia el corolario siguiente.

Corolario 48 Si f 2 Cb(X) tal que no se anula en X, entonces fCb(X) es denso
en (Cb(X); �), es decir f es topológicamente invertible; si X es un k-espacio y f
es no invertible, entonces f es un divisor topológico propio de cero y su inverso
topológico es no acotado.

Demostración. Sea I = fCb(X), tal que f no se anula en X. Entonces, h(I) = ;
y cl (I) = Cb(X); por lo que f es topológicamente invertible.
Si X es un k-espacio, entonces (Cb(X); �) es un álgebra localmente convexa

completa con unidad y si además f es no invertible, de la proposición anterior
obtenemos que en efecto f es un divisor topológico propio de cero y su inverso
topológico es no acotado.
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2.1. Ideales �nitamente generados en(Cb (X) ; �)

En Arizmendi-Carrillo-García [3] se prueba el siguiente resultado:

Teorema 49 Un ideal propio I de (Cb(X); �) es cerrado si y sólo si I =
k(h(I)). Así, (Cb(X); �) tiene la p.s.s. Además, g 2 cl(I) si y sólo si h(I) � Z(g).

Usando este Teorema más adelante podremos establecer uno de los resultados
importantes de este trabajo.

De�nición 50 Un espacio topológico X es de Fréchet-Urysohn (véase Franklin [9])
si para cada S � X, un punto x 2 cl(S) si y sólo si existe una sucesión en S que
converge a x.

En particular, todo espacio primero numerable es de Fréchet-Urysohn.
Ahora enunciemos el siguiente lema que aparece en Arizmendi-Carrillo-García

[3].

Lema 51 Sean (an) y (bn) dos sucesiones de reales positivos que convergen a cero,
donde (an) es una sucesión estrictamente decreciente. Entonces, existe una función
continua h : R! R tal que satisface: h(an) = bn para toda n � 1, h(0) = 0 y
h(t) 6= 0 si t 6= 0.

Usando esto, hemos obtenido una relación entre una propiedad topológica de
un espacio X y una propiedad algebraica, utilizando resultados sobre el espacio
de funciones continuas y acotadas de�nidas de X en C, mencionados arriba. Así,
tenemos la siguiente a�rmación:

Teorema 52 Si (Cb(X); �) no tiene ideales propios, cerrados, no triviales y �nita-
mente generados entonces X es un espacio conexo. A la inversa, si X es un espacio
conexo y de Fréchet-Urysohn, entonces (Cb(X); �) no tiene ideales propios, cerrados
,no triviales y �nitamente generados.

Demostración. Supongamos que X es un espacio disconexo y que (Cb(X); �) no
tiene ideales propios, cerrados, no triviales y �nitamente generados. Entonces, existe
una función continua y suprayectiva f : X ! f0; 1g. Así, fCb(X) es un ideal propio,
cerrado, no trivial y �nitamente generado, lo cual es una contradicción.
A la inversa, supongamos que X es un espacio conexo de Fréchet-Urysohn.
Sea I = f1Cb(X) + f2Cb(X) + :::+ fnCb(X) ideal propio �nitamente generado

y no trivial de Cb(X), con f1; f2; :::; fn 6= 0. Tenemos que
nT
i=1

Z(fi) es un conjunto

cerrado y jf1j2 + ::: + jfnj2 es una función continua y acotada pues cada fi lo es.
Además,

nT
i=1

Z(fi) es no vacío pues en otro caso la función invertible jf1j2+:::+jfnj2

esta en I.
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Sea z 2 @
�

nT
i=1

Z(fi)

�
= @

�
nS
i=1

(Z(fi))
c

�
, entonces existe una sucesión (xk)k2N �

nS
i=1

(Z(fi))
c tal que xk ! z, sí k !1. Además, jfi(xk)j ! 0 , para i = 1; 2; :::; n

, cuando k !1.
Sea f = m�ax

1�i�n
fjfijg. Como Z(f) =

nT
i=1

Z(fi) tenemos que f(xk) 6= 0 para todo

k 2 N y l��m
k!1

f(xk) = 0.

Podemos suponer, tomando una subsucesión si es necesario, que

1) (f(xk))k2N es una sucesión estrictamente decreciente, y

2) cada sucesión
�
fi(xk)
f(xk)

�
k2N

, 1 � i � n es convergente.

Entonces, por el Lema podemos dar una función continua h : R! R dada por
h (f(xk)) = bk para cada k � 1, h(0) = 0 y h (t) 6= 0, si t 6= 0, donde (bk)k2N es
la sucesión de�nida como

b2k�1 =
2

(4k + 1)�
y b2k =

2

(4k + 3)�
para k � 1:

Es claro que la sucesión
�
sen

�
1

h(f(xk))

��
k2N

es no convergente.

Probemos que el ideal I = f1Cb(X) + f2Cb(X) + :::+ fnCb(X) no es cerrado.
De�nimos la siguiente función

g(x) =

(
f (x) sen

�
1

h(f(x))

�
si f(x) 6= 0

0 si f (x) = 0

Sea y 2 X. Si f(y) 6= 0, entonces g es continua en y, ya que f (x) y sen (x) son
funciones continuas acotadas y h (x) es una función continua. Por otro lado, si
f(y) = 0, tenemos que g(y) = 0 = l��m

x!y
g (x) donde l��m

x!y
f(x) = 0 y jg(x)j � jf(x)j

para todo x 2 X.
Entonces, g es una función continua y acotada en X y con esto h(I) = Z(f) �

Z(g). Así, por el Teorema 49, g 2 cl(I).
Si I es cerrado, entonces g = f1h1+f2h2+ :::+fnhn para algunas h1; h2;...,hn 2

Cb(X).
Esto es,

sen

�
1

h(f(x))

�
=
f1 (x)

f(x)
h1 (x) +

f2 (x)

f(x)
h2 (x) + :::+

fn (x)

f(x)
hn (x)

si f (x) 6= 0.
De donde,

�
f1(xk)
f(xk)

h1 (xk) +
f2(xk)
f(xk)

h2 (xk) + :::+
fn(xk)
f(xk)

hn (xk)
�
k2N

es una

sucesión convergente y la sucesión
�
sen

�
1

h(f(xk))

��
k2N

es no convergente, lo cual

es una contradicción. Por tanto, I no es cerrado como queríamos.
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2.2. Sucesiones de funciones en (Cb (X) ; �).

Ahora vamos a de�nir y enunciar algunas propiedades importantes que se tienen
acerca del espectro de un elemento y para eneadas de elementos. Además consider-
amos algunos resultados relevantes en (Cb (X) ; �) sobre dichos espectros para ver
la importancia que tiene el Teorema que se da al �nal de la sección; donde si X
es un espacio seudocompacto, entonces todo homomor�smo lineal y multiplicativo
de�nido en (Cb (X) ; �) es continuo en subálgebras numerablemente generadas.

De�nición 53 Sea A un álgebra topológica con unidad. Dado x 2 A de�nimos el
espectro de x como

� (x) = f� 2 C : (�e� x) no es invertible en Ag;

el espectro topológico de x es

�t (x) = f� 2 C : (�e� x) no es topológicamente invertible en Ag;

y si M(A) 6= ; el espectro funcional es

�M (x) = fF (x) : F 2M(A)g = x̂ (M(A)) ;

mientras que denotamos por

�M# (x) = x̂
�
M#(A)

�
:

Observemos que en A un álgebra topológica con e y tal que M(A) 6= ;, siem-
pre tenemos que �M(A) (x) � �t (x) � � (x) ya que todo elemento invertible es
topológicamente invertible, lo que nos da la segunda contención; mientras que si
� 2 �M(A) (x), entonces � = F (x) para alguna F 2 M(A), lo cual implica que
x � F (x)e 2 ker(F ) el cual es un ideal máximo cerrado, de donde obtenemos la
primera contención.
En un álgebra de Banach conmutativa con unidad se da la igualdad de los

tres espectros, al igual que para un álgebra m-convexa, conmutativa, completa, con
unidad (véase Perez [15]).
Mientras que para eneadas de elementos en A un álgebra topológica con unidad

e tenemos de�nido lo siguiente:

De�nición 54 Sea (x1; x2; :::; xN ) 2 AN ,decimos que

i) (x1; x2; :::; xN ) es regular si el ideal x1A+x2A+ :::+xNA no genera todo A,

ii) (x1; x2; :::; xN ) es regular topológico (regular top.) si

x1A+ x2A+ :::+ xNA = A;

es decir, existe una red de eneadas
�
y
[1;�]

; y
[2;�]

; :::; y
[N;�]

�
�
2 AN tal que

x1y[1;�] + x2y[2;�] + :::+ xNy[N;�] converge a e.
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La de�nición del primer inciso corresponde al equivalente a ser invertible, mien-
tras que el segundo a la invertibilidad topológica ambos para un elemento.

Observación 55 Si (x1; x2; :::; xN ) 2 AN es regular, entonces (x1; x2; :::; xN ) es
regular topológico en AN .

Un resultado importante e interesante con respecto a estas de�niciones es el
Teorema de Arens que se enuncia a continuación, el cual puede encontrarse en
Zelazko [20].

Teorema 56 (Arens) Sean A un álgebra topológica m-convexa, conmutativa, de
Fréchet, con unidad e y (x1; x2; :::; xN ) 2 AN . Entonces,

(�n (x1) ;�n (x2) ; :::;�n (xN ))

es regular para cada n si y sólo si (x1; x2; :::; xN ) es regular en A.

Ahora, al igual que para un elemento, podemos de�nir diferentes espectros para
una eneada de elementos.

De�nición 57 Sean A un álgebra topológica conmutativa con unidad e y �x =
(x1; x2; :::; xN ) 2 AN . De�nimos

� (�x) =

�
(�1; �2; :::; �N ) 2 CN : (x1 � �1e; x2 � �2e; :::; xN � �Ne)

no es regular en A

�

=

8<: (�1; �2; :::; �N ) 2 CN :
NP
i=1

(xi � �ie) yi =2 G(A),

8 (y1; y2; :::; yN ) 2 AN

9=; ;

�t (�x) =

�
(�1; �2; :::; �N ) 2 CN : (x1 � �1e; x2 � �2e; :::; xN � �Ne)

no es regular top. en A

�
;

�M (�x) = f(F (x1); F (x2); :::; F (xN )) : F 2M(A)g = b�x (M(A)) ; y
�M# (�x) =

�
(F (x1); F (x2); :::; F (xN )) : F 2M#(A)

	
= b�x �M#(A)

�
Podemos ver que siempre se tienen las contenciones:

�M (�x) � �t (�x) � � (�x)

En álgebras de Banach tenemos la igualdad entre estos espectros; esto es, ya que
en este caso los funcionales lineales multiplicativos sobre A son continuos, entonces
�M (�x) = �M# (�x). Además, como �M (�x) � �t (�x) � � (�x) nos resta mostrar que
� (�x) � �M (�x): si tomamos (�1; �2; :::; �N ) 2 � (�x), por de�nición (x1 � �1e)A +
(x2 � �2e)A + ::: + (xN � �Ne)A = I es un ideal propio de A y está contenido
en un ideal máximo M . Sea FM : A ! A=M , a ! [a], FM es un funcional lineal
multiplicativo y continuo, y dado que (xi � �ie) 2 I tenemos que FM (xi) = �i
como queríamos.
Además, de Perez [15] tenemos el siguiente resultado:
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Proposición 58 Sea A un álgebra m-convexa de Frechét, conmutativa y con unidad
e. Entonces

� (�x) = �t (�x) = �M (�x) :

Mientras que si consideramos a (Cb(X); �), con X un espacio completamente
regular, sabemos que M(Cb(X); �) = X, de donde

�M (f1; f2; :::; fN ) = �X (f1; f2; :::; fN ) = f(f1 (p) ; f2 (p) ; :::; fN (p)) : p 2 Xg

para cada eneada (f1; f2; :::; fN ) 2 (Cb(X))N . Además, en Perez [15] tenemos el
siguiente resultado:

Corolario 59 Sea (f1; f2; :::; fN ) 2 (Cb(X))N . Entonces,

�t (f1; f2; :::; fN ) = �X (f1; f2; :::; fN ) � cl (�X (f1; f2; :::; fN )) � � (f1; f2; :::; fN ) :

Por otro lado, en esta álgebra no se cumple que

�t (f1; f2; :::; fN ) = � (f1; f2; :::; fN ) :

El problema fundamental del álgebra lineal sobre el campo de los números com-
plejos es encontrar solución a sistemas de ecuaciones lineales de la forma Bx = y,
para B una matriz de n � n con coe�cientes en C y y es un vector dado. Como
sabemos, en dimensión �nita, las soluciones de este sistema dependen de la invert-
ibilidad de la matriz B que es lo mismo que pedir que su determinante sea distinto
de cero.
Sin embargo, para dimensión in�nita no podemos generalizar este concepto. Por

otro lado, encontrar soluciones a este tipo de sistemas en dimensión �nita, la teoría
espectral la podemos reducir a encontrar valores propios y que podemos relacionar
con la invertibilidad si estamos considerando un álgebra de Banach con unidad.
Donde, los valores propios de un operador de�nido en un álgebra de Banach con
unidad, con respecto a un vector propio �jo, van a formar el espectro de dicho
vector. Así, este concepto lo podemos generalizar a dimensión in�nita.
Pero aún no conocemos resultados que nos permitan caracterizar al espectro para

sucesiones in�nitas de elementos de un álgebra topológica. En relación al espectro
de una eneada en W. Zelazko [19] se prueba lo siguiente:

Teorema 60 Sea A un álgebra m-convexa compleja conmutativa metrizable y com-
pleta con unidad e, y sean x1; x2;:::; xn 2 A. Para cada F 2M#(A) existe f 2M(A)
tal que F (xi) = f (xi) para i = 1; 2; :::; n.

Por lo regular tenemos resultados relacionados con el espectro para álgebras m-
convexas y eneadas de elementos. Aunque (Cb(X); �) no siempre es un álgebra m-
convexa, nos podemos preguntar si se puede dar una propiedad similar a la anterior
en dicha álgebra?
En este caso probamos un teorema para (fn)

1
n=1 una sucesión de funciones en

(Cb(X); �) cuando X es un espacio seudocompacto.
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Teorema 61 Sea X un espacio seudocompacto y sea (fi)
1
i=1 una sucesión de

funciones en Cb(X). Entonces, para todo F 2 M#(Cb(X)) existe otro funcional
G 2M(Cb(X); �) tal que F (fi) = G(fi), para todo i = 1; 2; :::

Demostración. Sea F 2 M#(Cb(X))�M(Cb(X); �), entonces existe p 2 �X�X
tal que F (f) = ef(p), para toda f 2 Cb(X), donde ef es la extensión continua de f
a �X. Dada (fi)

1
i=1 una sucesión de funciones en Cb(X), sea ffn la extensión de fn

para cada n = 1; 2; :::, entonces de�nimos

gn = fn �ffn(p)
y fhn =fgn �fgn
para n = 1; 2; :::, donde por fgn denotamos a la extensión de gn a �X y fgn es la
función conjugada de fgn.
Cada fhn es una función real-valuada, y su restricción hn a X está enMp� (véase

Notación 22, y Gillman-Jerison [11]).
Por otro lado, como el espacio X es seudocompacto, Por los teoremas 17 y 18

(véase Gillman-Jerison [11]) tenemos queMp� es un ideal real y con esto
1T
n=1

Z(hn) 6=

;. Además, existe p0 2 X tal que

0 = hn(p
0) = fhn(p0) =fgn(p0) = gn (p

0) = fn(p
0)�ffn(p)

ya que Z
�fhn� = Z (fgn) = Z

�fgn�, lo cual implica que
F (fn) =ffn(p) = fn(p

0) = G(fn)

para cada n = 1; 2; :::, donde G 2M(Cb(X); �) esta de�nido por G(f) = f(p0) para
todo f 2 Cb(X).

Ejemplo 62 Sea [0;
) el espacio de todos los números ordinales menores que el
primer ordinal no numerable 
, dotado con la topología del orden. Este espacio
tiene la propiedad, bien conocida, de que cualquier función compleja y continua f
en [0;
) es eventualmente constante, esto es, es constante en algún conjunto [�;
).
Así, f tiene que ser acotada y por tanto C([0;
)) = Cb([0;
)). Es fácil ver que la
topología estricta � dada en Cb([0;
)) coincide con la topología compacto abierta
k, de donde (Cb([0;
)); �) es un álgebra m-convexa. (Cb([0;
)); �) tiene sólo un
funcional lineal multiplicativo no continuo F
 dado por

F
(f) = f(�)

Sea (fn)
1
n=1 una sucesión en Cb([0;
)). Entonces, fn es constante en algún

conjunto [�n;
), sea � = sup
n2N

f�ng < 
. Entonces, tenemos que cada función fn es

constante en algún conjunto [�;
). Además, obtenemos que el funcional F� dado
por

F�(f) = f(�)
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es el funcional continuo, dado por el teorema anterior, tal que

F
(fn) = F�(fn)

para todo n = 1; 2,...



Capítulo 3

Sobre las algebras Cb(X;A) y
Cp(X;A)

En la primera sección de este capítulo empezamos por dar algunos resultados
que aparecen en J. Arhippainen [1] y que utilizamos más adelante. En la segunda
sección de�nimos las algebras Cb(X;A) y Cp(X;A), donde (A; k�k) es un álgebra de
Banach (o un álgebra m-convexa) y X es un espacio de Hausdor¤, completamente
regular. Mientras que en la tercera parte damos un homomor�smo relacionado con
estas algebras de funciones. En las secciones 4 y 5 hablamos de la m-convexidad de
este tipo de álgebras dotadas con la topología del supremo ó, en su caso, la estricta.
Nuestro propósito es ver como se comportan los ideales máximos de dichas álgebras.
Por último, en la sección 6 veremos algunas propiedades de estos espacios en cuanto
a espectros e invertivilidad.
Cabe señalar que todos los resultados que se dan en este capítulo, tales que no se

menciona referencia alguna y con excepción de la primera sección, son el resultado
del arduo trabajo al tratar de ver el comportamiento de los ideales máximos de las
álgebras Cb(X;A) y Cp(X;A) y la caracterización de los elementos invertibles en
estas algebras.

3.1. El espacio de ideales máximos en algebras lo-
calmente m-convexas

En esta pequeña sección daremos algunas de�niciones y resultados sobre el es-
pacio de ideales máximos del álgebra C(X;A) de todas las funciones continuas
de�nidas en X con valores en un álgebra m-convexa A, y que se tienen en J. Arhip-
painen [1] .
Empezamos por considerar a X como un espacio de Hausdor¤ y completamente

regular, y por A a un álgebra localmente m-convexa, conmutativa, compleja y con

25
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unidad e. Sea P = fp� : � 2 �g la familia de seminormas que de�nen la topología
en A, la cual denotamos por �P . Además, supongamos que �P es una topología de
Hausdor¤ (es decir, p� (x) = 0 para todo � 2 � si y sólo si x = 0).

De�nición 63 Sean Y y Z dos espacios vectoriales topológicos y � una colección
de funciones lineales de�nidas de Y en Z.

1. Decimos que � es equicontinuo si para cada vecindad W de 0 en Z existe una
vecindad V de cero en Y tal que F (V ) �W para todo F 2 �; es decir, 8x 2 Y
y cada vecindad W de F (x) en Z existe una vecindad V de x en Y tal que
F (V ) �W para todo F 2 �.

2. Si además pedimos que �sea un espacio topológico, decimos que � es localmente
equicontinuo si para cada F 2 � existe una vecindad U de F en � tal que U
es un conjunto equicontinuo.

Por ejemplo, si A es un álgebra topológica tal que M(A) 6= ; y consideramos
a este espacio dotado con la topología débil estrella w�, tenemos que M(A) es
localmente equicontinuo siempre que para cada F 2M(A) existe V (F; x1; :::; xn; �)
vecindad de F tal que es equicontinuo.

De�nición 64 Denotamos por C(X;A) al espacio de todas las funciones continuas
A-valuadas de�nidas en X, dotado con las operaciones algebraicas puntuales.

SeaK una familia de subconjuntos de X tal que es una cubierta compacta de X,
la cual es cerrada bajo uniones �nitas. Sean K 2K y � 2 �, donde � es el conjunto
dirigido bajo el cual esta indexada la familia de seminormas P = fp� : � 2 �g
que de�nen la topología en A. Entonces, podemos de�nir una seminorma p(K;�) en
C(X;A) dada por

p(K;�) (f) = sup
t2K

(p� (f (t))) , f 2 C(X;A):

Consideremos al conjunto P(K;�) = f p(K;�) : K 2K, � 2 �g, y notemos que
f (K;�) : K 2K, � 2 �g es un conjunto dirigido bajo la relación

(K1; �1) � (K2; �2) si y sólo si �1 � �2 y K1 � K2,

y así P(K;�) es una familia dirigida de seminormas. Esta familia P(K;�) de�ne
una topología localmente m-convexa y de Hausdor¤ en C(X;A) a la cual denotare-
mos por T (K;�).
Además, observemos que si K coincide con el conjunto K(X) de todos los sub-

conjuntos compactos de X, entonces T (K;�) es la topología compacto-abierta
de�nida en C(X;A).
Sean t 2 X y F 2M(A) dados. Podemos de�nir el mapeo

�(t;F ) : C(X;A)! C

de�nido como �(t;F ) (f) = F (f(t)), f 2 C(X;A). Es claro que �(t;F ) 2M(C(X;A))
y ker�(t;F ) = ff 2 C(X;A) : f(t) 2 kerF F
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Por otro lado, de�nimos la función

' : X �M(A)!M(C(X;A); T (K;�))

dada por ' (t; F ) = �(t;F ) para cada (t; F ) 2 X �M(A). Con respecto a esta
función tenemos lo siguiente, véase J. Arhippainen [1]:

Teorema 65 La función ' de�nida arriba es una biyección de X � M(A) en
M(C(X;A); T (K;�)). Además, la función inversa '�1 es continua y ' es con-
tinua si M(A) es localmente equicontinuo.

Gracias a este Teorema también tenemos el siguiente corolario, para su demostración
véase J. Arhippainen [1] .

Corolario 66 El espacio M(C(X;A); T (K;�)) es homeomorfo a X �M(A) si
M(A) es un conjunto localmente equicontinuo.

Por lo que si (A; k�k) es un álgebra de Banach y consideramos al álgebra C(X;A)
dotada con la topología compacto abierta K, entonces M(A) es compacto, donde
M(A) esta dotado con la topología débil estrella w�, y por tanto M(A) localmente
equicontinuo, y M(C(X;A);K) �= X �M(A).

3.2. Las algebras Cb(X;A) y Cp(X;A)

De�nición 67 Sean (A; k�k) un álgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y X
un espacio completamente regular, de Hausdor¤ y compacto. Por (C(X;A); k�k1)
denotamos al álgebra de todas las funciones continuas A-valuadas y de�nidas en X,
dotada con la topología del supremo

kfk1 = sup
x2X

kf(x)k ;

f 2 C(X;A).

Notemos que la topología dada arriba está bien de�nida pues estamos con-
siderando a X como un espacio compacto.
Sea X un espacio completamente regular y de Hausdor¤, consideremos las dos

álgebras topológicas siguientes:

De�nición 68 Sea (A; k�k) un álgebra de Banach, conmutativa y con unidad e.
De�nimos

Cb(X;A) = ff : X ! A : f es continua y sup
x�X

kf(x)k <1g, y

Cp(X;A) = ff : X ! A : f es continua y f(X) es compacto en Ag.
A estas dos algebras las dotamos con la seminorma del supremo

kfk1 = sup
x�X

kf(x)k :
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La importancia de de�nir el álgebra Cp(X;A) radica en que

M(C(�X;A); k�k1) =M(Cp(X;A); k�k1) = �X �M(A);

como veremos más adelante.
Además, tenemos las siguientes a�rmaciones:

Proposición 69 Sean X un espacio completamente regular, de Hausdor¤ y (A; k�k)
un álgebra de Banach, conmutativa y con unidad e. Entonces, (Cb(X;A); k�k1) es

un álgebra de Banach.

Demostración. Sea (fn) � Cb(X;A) una sucesión de Cauchy con respecto a k�k1.
Entonces, (fn (x)) es una sucesión de Cauchy en A para cada x�X, pues

kfn (x)� fm (x)k � kfn � fmk1 :

Por lo que, dado x 2 X tenemos que fn(x) !
n!1

f(x) para algún f(x) 2 A
único. Por otro lado, dado " > 0 se cumple que

kfn � fmk1 = sup
x�X

kfn (x)� fm (x)k < "

8n;m � N(") para algún N(").
Si �jamos m y hacemos crecer n obtenemos

kf (x)� fm (x)k � " 8x; 8m � N("); (5)

De donde:

a) f es una función acotada:

De (5) tenemos que kf (x)� fm (x)k � " 8x. Como fm es acotada y por la
desigualdad del triángulo se cumple que

kf (x)k � "+ kfm (x)k < "+Mm

para algún Mm > 0 y 8x. Por tanto podemos hablar de kf � fmk1 8m 2 N.

b) f es continua:

Tomemos "
3 , entonces existe N(

"
3 ) tal que kf � fnk1 < "

3 si n > N( "3 ).
Sea n > N( "3 ) �ja, por ser fn continua en x existe U(x); una vecindad de x
en X; tal que 8y 2 U(x), kfn (x)� fn (y)k < "

3 .

Si y 2 U(x),

kf (x)� f (y)k � kf (x)� fn (x)k+ kfn (x)� fn (y)k+ kf (y)� fn (y)k
� kf � fnk1 +

"

3
+ kf � fnk1 <

"

3
+
"

3
+
"

3
= "

con lo que en efecto f es continua en x, para cada x 2 X.
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Podemos concluir que (Cb(X;A); k�k1) es un álgebra completa como queríamos
ver.
De manera similar se cumple lo siguiente.

Proposición 70 Sean X un espacio completamente regular, de Hausdor¤ y (A; k�k)
un álgebra de Banach, conmutativa y con unidad e. Entonces, (Cp(X;A); k�k1) es

un álgebra de Banach.

Para demostrar esta a�rmación primero veamos lo siguiente.
Dado �X, la compacti�cación de Stone-µChec de X, sabemos que �X cumple lo

siguiente, véase Engelking [8], pág. 173.:

Teorema 71 Para cada función continua f : X ! K, tal que K es compacto,
existe una única extensión ~f : �X ! K de f; la cual también es continua.

Gracias a esto podemos de�nir la siguiente función

H : (Cp(X;A); k�k1)! (C(�X;A); k�k1) (6)

dada por H(f) = ef .
Entonces H cumple:

i) H es isomor�smo:

Demostración. H es inyectivo, pues si f 6= g en (Cp(X;A); k�k1) existe
x0 2 X tal que f(x0) 6= g(x0); por lo tanto, de la de�nición de ef y eg
tenemos que ef(x0) = f(x0) 6= g(x0) = eg(x0) y así ef 6= eg.
Por otro lado, es claro que H es sobre y por unicidad (véase Teo. 71) ]f + g =ef + eg y gf � g = ef � eg .

ii) H es una isometría, por ser X denso en �X y de la de�nición de la norma

k�k1, ya que kfk1 =



 ef




1
.

iii) H es un homeomor�smo, pues dado U � Cp(X;A) abierto, también H(U) es
abierto en C(�X;A) por ser H isomor�smo e isometría.

De esto último, ya que H es un homeomor�smo y

(Cb(�X;A); k�k1) = (C(�X;A); k�k1);

por ser �X compacto, concluimos que en efecto (Cp(X;A); k�k1) es un álgebra de
Banach.
Además, con respecto a los ideales máximos cerrados tenemos:
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Proposición 72 Sean X un espacio de Hausdor¤, completamente regular y (A; k�k1)
un álgebra de Banach, conmutativa y con unidad e. Entonces

M(Cp(X;A); k�k1) =M(C(�X;A); k�k1) = �X �M(A):

Demostración. Esta a�rmación se da ya que la topología dada por la norma
k�k1 en C(�X;A) es equivalente a la topología T (K = f�Xg;� = f1g), donde
kfk1 = kfk�X , y por ser M(A) equicontinuo, por el Corolario 66 (también
véase J. Arhippainen [1]) y el homeomor�smo anterior obtenemos que en efecto
�X �M(A) =M(C(�X;A); k�k1) =M(Cp(X;A); k�k1).

Ahora de�namos otra topología en Cb(X;A), la cual también es de interés en
este trabajo.

De�nición 73 Sean X un espacio de Hausdor¤ completamente regular y (A; k�k)
un álgebra de Banach, conmutativa y con unidad e. De�nimos en Cb(X;A) la
topología estricta � dada por las seminormas

kfk' = sup k'(x)f(x)k
x2X

<1;

donde ' 2 B0(X).

Estas seminormas hacen a Cb(X;A) un álgebra localmente convexa.

3.3. Un Homomor�smo de�nido en Cb(X;A)

Antes de dar un homomor�smo que nos servirá para obtener otro resultado
importante de este trabajo, mencionamos algunos aspectos básicos sobre algebras
de funciones que se mencionan en Royden [18] y otros resultados que aparecen
en Rickart [16]. Esto es para poder mostrar que si A es un álgebra conmutativa,
semisimple, de Banach yX es un espacio seudocompacto entoncesM# (Cb(X;A)) =

�X �M (A) si y sólo sí \Cb(X;A) cumple cierta propiedad (�).

De�nición 74 De�nimos un álgebra de funciones A como una colección de fun-
ciones con valores en el campo de los números complejos de�nidas en un conjunto
X, tales que la suma y el producto (de�nidas puntualmente) de dos elementos de A
también estan en A. Decimos que un álgebra de funciones A es semi-adjunta si la
conjugación compleja de cada elemento en A está también en A.

Además, cuando hablamos de algebras de funciones, supondremos que A separa
los puntos de X y que A contiene a las funciones constantes, 12 A, por lo que si
A es un álgebra de funciones también la podemos ver como un álgebra con unidad
sobre el campo de los numeros complejos.

De�nición 75 Si X es un espacio topológico, decimos que A es un álgebra de
funciones continuas si A es un álgebra de funciones, cumple con lo anterior y cada
f 2 A es continua.
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Por ejemplo, C(X) el álgebra de todas las funciones continuas con valores en
el campo de los numeros complejos y de�nidas en el espacio topológico X es un
álgebra de funciones continuas semi-adjunta.
Observe que pedimos que A separe los puntos de X para asegurar que A no

contenga sólo a las funciones constantes. En este caso, es claro que bX �M# (A).

Proposición 76 Sean X un espacio completamente regular y A un álgebra de Ba-
nach, conmutativa, semisimple y con unidad e. De�namos la función:

T : Cb(X;A)! Cb(X �M (A)) �= C(� (X �M (A)))

dada por T (f) = bf , donde bf(x; F ) = F (f(x)). Entonces, tenemos las siguientes
a�rmaciones:

1. T es un homomor�smo de algebras,

2. T es inyectivo, y

3. Si A = C (Y ) y en A consideramos la topología del supremo, tenemos que T
es sobre.

Demostración.

1. Mostremos que en efecto T es homomor�smo de algebras:

a) T (f + g) = bf + bg; pues T (f + g) = \f + g y

[f + g(x; F ) = F ((f + g) (x)) = F (f(x) + g(x))

= F (f(x)) + F (g(x)) =
� bf + bg� (x; F )

para todo (x; F ) 2 X �M (A).

b) T (f � g) = bf � bg; ya que T (f � g) = [f � g y

df � g(x; F ) = F ((f � g) (x)) = F (f(x) � g(x))

= F (f(x)) � F (g(x)) =
� bf � bg� (x; F )

para cada (x; F ) 2 X �M (A).

c) T (�f) = � bf; pues T (�f) =d�f y

c�f(x; F ) = F ((�f) (x)) = F (�f(x)) = �F (f(x))) =
�
� bf� (x; F )

siempre que (x; F ) 2 X �M (A).

2. Para ver que T es inyectivo, sean f; g 2 Cb(X;A), tales que T (f) = T (g).
Entonces, bf(x; F ) = bg(x; F ) 8 (x; F ) 2 X �M (A). Esto último implica que
F (f (x) � g(x)) = 0 8 (x; F ) 2 X �M (A), y como A es semisimple tenemos
que f(x) = g(x) para todo x 2 X. Por tanto, T es un homomor�smo inyectivo.
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3. Notemos que si A = C (Y ), con Y un espacio compacto, y dotamos a esta
álgebra con la topología del supremo, tenemos que A es semisimple yM (A) =
Y . En este caso veamos que en efecto T es sobre: dadas estas hipótesis tenemos
que

T : Cb(X;C(Y ))! Cb(X � Y ) �= C(� (X � Y ))

donde para cada f 2 Cb(X;C(Y )), f es tal que f : X ! C(Y ) y esta
dada por x 7�! (fx : Y ! C), por lo que T esta de�nida como T (f) = bf ybf(x; y) = fx(y).

Sea g 2 Cb (X � Y ). Para cada x 2 X de�namos gx : Y ! C, dada por
gx (y) = g(x; y) 8y 2 Y . Entonces, gx esta bien de�nida para todo x 2 X y

sup
y2Y

jgx0(y)j = sup
y2Y

jg(x0; y)j � sup
(x;y)2X�Y

jg(x; y)j <1

para cada x0 2 X. Ahora, si (y�) � Y es una red tal que y� !
�
y en Y , se

cumple que (x0; y�)!
�
(x0; y) en X � Y y así

jgx0(y�)� gx0(y)j = jg(x0; y�)� g(x0; y)j !
�
0

por ser g es continua. Por lo tanto, gx0 es continua y acotada 8x0 2 X.
Ahora, de�namos h : X ! C(Y ) por h(x) = gx. A�rmamos que h es
continua:

Sean " > 0, x0 2 X, y 2 Y , Vy (x0) una vecindad de x0 enX y Uy una vecindad
de y en Y tales que g(Vy (x0)�Uy) � B" (g(x0; y)); esto último lo obtenemos
de la continuidad de g. Entonces, fUy : y 2 Y g forman una cubierta abierta
de Y , y como Y es compacto, existe fUyi : 1 � i � ng una subcubierta �nita
de Y . Sea V =

nT
i=1

Vyi (x0), el cual es una vecindad de x0 en X. De aquí que

g(V � Uyi) � B" (g(x0; yi)) y con esto, dado x 2 V

kh(x0)� h(x)k1 = kgx0 � gxk1 = sup
y2Y

jgx0(y)� gx(y)j

= sup
y2Y

jg(x0; y)� g(x; y)j � 2"

de donde obtenemos la continuidad de h.

Por otro lado, h es acotada ya que

sup
x2X

kh(x)k1 = sup
x2X

kgxk1 = sup
x2X

�
sup
y2Y

jgx(y)j
�

� sup
(x;y)2X�Y

jg(x; y)j = kgk1 <1

con lo que T (h) = g y T es sobre como queríamos ver.
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Con esto, tenemos que

Cb (X;C (Y )) �= Cb (X � Y ) �= C(� (X � Y ))

y así
M# (Cb (X;C (Y ))) =M

# (Cb (X � Y )) = � (X � Y ) .

Observación 77 Como (Cb (X � Y ) ; k�k1) �= (C(� (X � Y )); k�k1) y dados f 2
Cb (X;C (Y )) y t 2 X se cumple que

kfk1 = sup
x2X

kf(x)k � j(f(t))(y)j

para todo y 2 Y , lo que trae como consecuencia que

kfk1 � sup
(t;y)2X�Y

j(f(t))(y)j =



f̂




1

A la inversa, para cada x 2 X

kf (x)k1 = sup
y2Y

k(f(x)) (y)k � sup
(t;y)2X�Y

j(f(t))(y)j =



f̂




1
,

entonces kfk1 =



f̂




1
.

Por lo tanto, la función

T : (Cb (X;C(Y )) ; k�k1)! (Cb (X � Y ) ; k�k1) �= (C(� (X � Y )); k�k1)

dada por T (f) = bf , donde bf(x; F ) = F (f(x)), es una isometría y además es una
función continua por ser Y un espacio compacto.

Sea A un álgebra conmutativa, semisimple, de Banach y con unidad e, entonces
esta álgebra es un álgebra de funciones A � C(Y ), donde Y =M (A) es compacto.
De la proposición anterior tenemos que el homomor�smo

T : Cb(X;A)! Cb(X �M (A)) �= C(� (X �M (A)))

dado por T (f) = bf , donde bf(x; F ) = F (f(x)), es inyectivo y como

T (Cb(X;A)) = \Cb(X;A) � Cb(X �M (A)) = C(� (X �M (A))),

para X un espacio seudocompacto también se cumple que C(� (X �M (A))) =

C(�X � M (A)) y así B = \Cb(X;A) es subálgebra de (C(�X �M (A)); k�k1).
A�rmamos lo siguiente:

Proposición 78 Sean X un espacio de Hausdor¤, seudocompacto y A un álgebra
conmutativa, semisimple, de Banach y con unidad e. Entonces, B = \Cb(X;A) es
álgebra de funciones continuas en �X �M (A).
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Demostración. Para demostrar esta a�rmación nos basta con probar que B con-
tiene a las funciones constantes y que separa los puntos de �X �M (A).
Primero, notemos que para cada a 2 A tenemos de�nida una función Ha que

incluye a Cb(X) en Cb(X;A) de la siguiente manera:

Cb(X)
Ha! Cb(X;A)

f 7�! f (�) a : X ! A

donde (f (�) a) (x) = f (x) a. De aquí que \Cb(X) = ba (M (A))Cb(X), y C(�X) =
Cb(X) ,! T (Cb(X;A)).

(a) B contiene a las constantes ya que si c 2 C, la función constante c
¯
esta dada

por \̂c
¯
(�) eA : � (X �M (A))! C, dondee indica, como siempre, la extensión

a � (X �M (A)) y \c
¯
(�) eA (x; F ) = F (c

¯
(x) eA) = F (ceA) = c.

(b) Como X es un espacio seudocompacto obtenemos que

� (X �M (A)) = � (X)�M (A)

(véase Apéndice ). Así, B separa puntos de � (X �M (A)):

Sean (p; F ) ; (q;G) elementos distintos de �X �M (A).

Si p 6= q existe ef 2 C(�X) tal que ef (p) 6= ef (q); en este caso consideremos la
función

\ef jX (�) eA 2 fg 2 ba (M (A))Cb(X) : a 2 Ag � B:

Entonces, \ef jX (�) eA (p; F ) = ef (p)F (eA) = ef (p) 6= ef (q) = ef (q)G (eA) =
\ef jX (�) eA (q;G).

Si F 6= G, como A es semisimple existe a 2 A tal que F (a) 6= G (a) y en este

caso podemos considerar a la función\1 (�)ba donde 1 (�) es la constante 1. Con
esto obtenemos que \1 (�)ba (p; F ) = 1 (p)F (a) = F (a) 6= G (a) = 1 (q)G (a) =
\1 (�)ba (q;G).

De este modo, por la proposición 5 de H. L. Royden [18]:

Proposición 79 Sea A un álgebra de funciones continuas en un espacio compacto
Y . Entonces Y =M# (A) si y sólo sí A cumple la propiedad (�).

Donde la propiedad (�) pide lo siguiente:
(�) Si f1; f2; :::; fn 2 A sin ceros en común, entonces existen g1; g2; :::; gn 2 A

tales que g1f1 + g2f2 + :::+ gnfn = 1.

Obtenemos el siguiente resultado, el cual nos ha dado otra condición para el
estudio del espacio de ideales máximos en Cb(X;A):
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Proposición 80 Sean X un espacio de Hausdor¤, seudocompacto y A un álge-
bra conmutativa, semisimple, de Banach y con unidad e. Entonces, B = \Cb(X;A)
es álgebra de funciones continuas en �X �M (A) = Y un espacio compacto, y

M# (Cb(X;A)) = � (X �M (A)) = �X �M (A) si y sólo sí \Cb(X;A) cumple la
propiedad (�) (ó lo que es lo mismo si y sólo si Cb(X;A) cumple la propiedad (�)).

Demostración. Esta a�rmación se da por la proposición dada anteriormente, y ya
que el homomor�smo T , de�nido antes, es inyectivo tenemos que

M#
�
\Cb(X;A)

�
=M# (Cb(X;A)) :

Además, por la proposición anterior, \Cb(X;A) cumple la propiedad (�) si y sólo sí
M#

�
\Cb(X;A)

�
=M# (Cb(X;A)) = � (X �M (A)) = �X �M (A)

De manera que nos queda por ver que condiciones sobre X y/o A necesitamos

pedir para que \Cb(X;A) cumpla la propiedad (�).

3.4. Sobre la m-convexidad de Cb(X;A) y Cp(X;A)

En esta sección damos elementos interesantes que hemos obtenido sobre la m-
convexidad de algebras del tipo (Cb (X;A) ; �), las cuales son nuestro objeto de
estudio, donde A es un álgebra m-convexa.
Para empezar, recordemos lo siguiente:
Sea (A; fk�k�g; � 2 �) un álgebra m-convexa, completa conmutativa con e. En-

tonces dada (A; fk�k� : � 2 �g) , se tienen los mor�smos de algebras

�� : A! A� = \A= ker k�k�, y
��� : A� ! A�

y estos son continuos para cada �; � 2 �, con � � �; donde cada
�
A�; k�k0�

�
es un

álgebra de Banach y k[x]k0� = kxk� para cada x 2 A. Además, la topología de A
coincide con la topología más débil que hace continuos a los mor�smos f�� : � 2 �g.
Así, tenemos

l��m
 �
�

A� = A

Además, �
� (x) = ��� � �


� (x) 8� � � � 
 y �� (x) = ��� � �� (x) 8 � � �,

8x 2 X . Por otra parte,

A = fx = (x�)�2� 2
Q
�2�

A� : x� = �
�
�(x�) 8� � �g:

Entonces, podemos de�nir dos álgebras m-convexas. Primero de�nimos y estu-
diamos propiedades del álgebra

(Cb(X;A); fk�k�;1g; � 2 �) =
(

f : X ! A: f es continua ysup
x2X

kf(x)k� <1

para cada � 2 �

)
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y posteriormente de

(Cp(X;A); fk�k�;1g; � 2 �) =
n
f : X ! A : f es continua y f(x) es compacto en A

o

Observación 81 Si consideramos las álgebras (Cb(X;A�); k�k�;1), � 2 �, estas
son de Banach; esto es, por ser

�
A�; k�k0�

�
un álgebra de Banach para cada � 2 �,

l��m
 �
�

A� = A y por la sección anterior.

Así, con respecto al álgebra (Cb(X;A); fk�k�;1g; � 2 �) hemos demostrado lo
siguiente:

Proposición 82 Sea (A; fk�k�g; � 2 �) un álgebra m-convexa, completa conmuta-
tiva con e. Entonces, (Cb(X;A); fk�k�;1g; � 2 �) = l��m

 ��
(Cb(X;A�); k�k�;1), donde

l��m
 �
�

A� = A.

Demostración. Dados f 2 Cb(X;A) y � 2 �, de�nimos el mor�smo

e�� : Cb(X;A)! Cb(X;A�)

dado por e�� (f) = �� � f 2 Cb(X;A�); y
e��� : Cb(X;A�)! Cb(X;A�)

de�nido como e��� (f) = ��� � f 2 Cb(X;A�), por lo que e�� y e��� estan bien
de�nidas, por ser ��� y �� lineales y continuos.
Además:

i) Si f
 ! f en (Cb(X;A); fk�k�;1g; � 2 �), entonces e�� (f
) ! e�� (f) en
(Cb(X;A�); k�k�;1), para cada � 2 �. Esto se debe a que


e�� (f
)� e�� (f)




�;1
= sup

x2X
k��(f
 (x))���(f (x))k0�

= sup
x2X

k��(f
 (x)� f (x))k0�

= sup
x2X

kf
 (x)� f (x)k� < "

si 
 � �0 = �0 ("). Por tanto e�� : Cb(X;A)! Cb(X;A�) es continua.

ii) Si � � � , entonces e�� = e��� � e�� . Esto lo tenemos ya que
e��� � e�� (f) = ���(�� � f) = (��� ���)(f) = (��)(f) = e�� (f) :
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iii) e��� es continua 8� � �: Sean (f
) ; f � Cb(X;A�) tales que (f
) converge
f bajo k�k0� . Entonces, kf
 � fk�;1 < " si 
 � 
0 ("), y así


e���(f
 � f)




�;1
= sup

x2X




e���(f
 � f) (x)


0
�
= sup

x2X



���(f
 (x)� f (x))

0�
� sup

x2X
kf
 (x)� f (x)k� = kf
 � fk�;1 < "

por ser ��� lineal, multiplicativo y continuo.

iv) Sean � � � � 
 y f 2 Cb(X;A
). Así, obtenemos que�e��� � e�
�� (f) (x) = e��� �e�
� (f (x))� = ���� ��
�� (f (x))
= �
� (f (x)) = (�



� � f) (x) = e�
� (f (x))

8x, 8f 2 Cb(X;A
). Por lo tanto e��� � e�
� = e�
�.
v) Ahora veamos que

Cb(X;A) = f(g�)�2� 2
Q
�2�

Cb(X;A�) : e��� (g�) = g�8� � �g

Para esto, si

(f�)�2� 2 f(g�)�2� 2
Q
�2�

Cb(X;A�) : e��� (g�) = g�8� � �g;

entonces f� 2 Cb(X;A�) para todo � 2 �, y (f� (x))�2� 2 A para cada
x 2 X ya que l��m

 �
�

A� = A. Esto último implica que f� (x) = ��� (f� (x)) para

todo x 2 X y 8� � �, �; � 2 �. Por lo tanto tenemos la contención

f(g�)�2� 2
Q
�2�

Cb(X;A�) : e��� (g�) = g�8� � �g � Cb(X;A)

Para la otra contensión tomemos f 2 Cb(X;A) y consideremos f� := e�� (f) =
�� � f , � 2 �. Entonces f� 2 Cb(X;A�) para cada � 2 �. Además, tenemos
que

e��� (f�) = e��� (�� � f) = ��� ��� � f = �� � f = e�� (f) = f�

Concluimos que

Cb(X;A) = f(g�)�2� 2
Q
�2�

Cb(X;A�) : e��� (g�) = g�8� � �g:

vi) Por último, para f 2 Cb(X;A)

kfk�;1 = sup
x2X

kf(x)k� = sup
x2X

k(�� � f) (x)k� = sup
x2X

kf�(x)k�
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Por lo que la topología dada por la familia de seminormas fk�k�;1 : � 2 �g
de�nida en Cb(X;A) es equivalente a la topología del límite inverso

l��m
 ��

(Cb(X;A�); k�k�;1)

y así
(Cb(X;A); fk�k�;1g; � 2 �) �= l��m

 ��
(Cb(X;A�); k�k�;1):

De manera similar, de�nimos el álgebra

(Cp(X;A); fk�k�;1g; � 2 �) = ff : X ! A es continua y f(x) es compacto en Ag

Entonces, al igual que el caso anterior

Observación 83 Cada álgebra (Cp(X;A�); k�k�;1) es de Banach para cada � 2 �,
por ser

�
A�; k�k0�

�
un álgebra de Banach para cada � 2 �, l��m

 �
�

A� = A y por la

sección anterior.

Además, tenemos lo siguiente:

Proposición 84 Sea (A; fk�k�g; � 2 �) un álgebra m-convexa, completa conmu-
tativa con e. Entonces, (Cp(X;A); fk�k�;1g; � 2 �) = l��m

 ��
(Cp(X;A�); k�k�;1),

donde l��m
 �
�

A� = A.

Demostración. Dados f 2 Cp(X;A) y � 2 �, de la misma manera que en la
a�rmación anterior, de�nimos

�� : Cp(X;A)! Cp(X;A�)

como �� (f) = �� � f ; y

�
�

� : Cp(X;A�)! Cp(X;A�)

dado por �
�

� (f) = ��� � f , donde �� � f 2 Cp(X;A�) y ��� � f 2 Cp(X;A�);
ya que ��� y �� son lineales y continuos, además �

�
� y �� mandan compactos en

compactos, con lo que obtenemos que �� y �
�

� estan bien de�nidos.
Además:

i) Si f
 ! f en (Cp(X;A); fk�k�;1g; � 2 �), entonces �� (f
) ! �� (f) en
(Cp(X;A�); k�k�;1), para cada � 2 �, pues tenemos las igualdades siguientes:

�� (f
)��� (f)

�;1 = sup

x2X
k��(f
 (x))���(f (x))k0�

= sup
x2X

k��(f
 (x)� f (x))k0�

= sup
x2X

kf
 (x)� f (x)k� < "

si 
 � �0 = �0 ("). Por tanto �� : Cp(X;A)! Cp(X;A�) es continua.
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ii) Si � � � , entonces �� = �
�

� ��� . Esto lo debemos a que

�
�

� ��� (f) = ���(�� � f) = (��� ���)(f) = (��)(f) = �� (f) :

iii) A�rmamos que �
�

� es continua 8� � �. Sean (f
) ; f � Cp(X;A�) tales
que f
 !

k�k0�
f . Entonces, kf
 � fk�;1 < " si 
 � 
0 (") y así




���(f
 � f)



�;1

= sup
x2X




���(f
 � f) (x)


0
�
= sup

x2X



���(f
 (x)� f (x))

0�
� sup

x2X
kf
 (x)� f (x)k� = kf
 � fk�;1 < "

pues ��� es lineal, multiplicativo y continuo.

iv) Sean � � � � 
 y f 2 Cp(X;A
). Así, tenemos�
�
�

� ��



�

�
(f) (x) = �

�

�

�
�



� (f (x))
�
=
�
��� ��



�

�
(f (x))

= �
� (f (x)) = (�


� � f) (x) = �




� (f (x))

8x, 8f 2 Cp(X;A
). Por lo tanto �
�

� ��



� = �



�.

Observemos que siguiendo la demostración de la propocisión anterior, en el
inciso v) y vi), cambiando e��� y e�� por ��� y �� respectivamente 8�; �,
obtenemos:

v) Cp(X;A) = f(g�)�2� 2
Q
�2�

Cb(X;A�) : �
�

� (g�) = g�8� � �g y

vi) la topología dada por la familia de seminormas fk�k�;1 : � 2 �g de�nida en
Cp(X;A) es equivalente a la topología del límite inverso l��m ��

(Cp(X;A�); k�k�;1):

Podemos concluir que (Cp(X;A); fk�k�;1g; � 2 �) �= l��m
 ��

(Cp(X;A�); k�k�;1):

3.5. Condiciones de m-convexidad para el álgebra
(Cb(X;A); �)

Del artículo Arizmendi-Carrillo [2], con una pequeña modi�cación en sus demostra-
ciones tenemos los siguientes resultados relacionados con la m-convexidad del álge-
bra (Cb(X;A); �). Para esto sea (A; k�k) un álgebra de Banach, conmutativa y con
unidad e.

Proposición 85 Sea X un espacio completamente regular, de Hausdor¤ y no com-
pacto. El conjunto de todos los elementos no invertibles en Cb(X;A) es denso en
(Cb(X;A); �).
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Demostración. Sea ' 2 B0(X) y " > 0. Entonces, existe ; 6= K � X compacto
tal que j' (x)j < " 8x =2 K. Como X es completamente regular, de Hausdor¤ y no
compacto, existe x0 2 X, x0 =2 K y g 2 Cb(X) tal que g(x) = 1 8x 2 K, g(x0) = 0
y 0 � g(x) � 1 8x 2 X. Sea

~g : X ! A

x 7�! g(x)e

~g(x) = g(x)e. Así, ~g no es invertible pues ~g(x0) = 0A en Cb(X;A), y

k~g � ~ek' = sup
x2X

k~g(x)� ekA j'(x)j = sup
x2X

jg(x)� 1j kekA j'(x)j � sup
x2X�K

j'(x)j � "

Teorema 86 Sea X un espacio completamente regular de Hausdor¤. (Cb(X;A); �)
es álgebra m-convexa sí y sólo si B0(X) = B00(X).

Demostración. Por una parte, supongamos que B00(X) ( B0(X) y además que
(Cb(X;A); �) es un álgebra m-convexa; entonces existe P un sistema de seminormas
submultiplicativas que de�nen a �. Esto implica que para ' 2 B0(X)nB00(X)
podemos dar una seminorma k�k en P y dos constantes positivas p y q tales que

p kfk' � kfk � q kfk' (7)

8f 2 Cb(X;A). De donde kfk < 1 siempre que q kfk' < 1, y por tanto kfnk < 1,
así como p kfnk' < 1 8n � 1.
Como l��m

x!1
' (x) = 0, 9K � X compacto tal que q j' (x)j < 1

2 8x =2 K. Sea

g 2 Cb(X) con g(x) = 0 para x 2 K, 0 � g(x) � 2 8x 2 X y g(x1) = 2 para algún
x1 =2 K, para el cual ' (x1) 6= 0. De aquí que, si de�nimos a la función ~g : X ! A
como ~g(x) = g(x)e para cada x 2 X; tenemos

q kg(x)k' = q k~gk' < 1

donde kg(x)k' es la seminorma de�nida en Cb(X). Esta desigualdad se da ya que

kg(x)k' = sup
x2X

jg(x)j j'(x)j = sup
x2X�K

jg(x)j j'(x)j < 2 1
2q
=
1

q

y por (7) k~gk < 1, además p k~gnk' < 1 8n � 1:
Por otro lado,

p k~gnk' = psup
x2X

k~gn(x)k j'(x)j � p k~gn(x1)k j'(x1)j = p jgn(x1)j j'(x1)j = p j'(x1)j 2n

pues g(x1) = 2 y gn(x1) = 2n. Entonces, p k~gnk' � 2np j'(x1)j 6= 0 8n � 1; y con
esto p k~gnk' !

n!1
1.

Por lo tanto (Cb(X;A); �) no es m-convexa, lo cual es una contradicción. Con
esto obtenemos que en efecto B0(X) = B00(X).
A la inversa, sabemos que si B0(X) = B00(X), entonces la topología estricta � y

la topología compacto abierta K en Cb(X;A) son iguales, y así, ya que (Cb(X;A);K)
es m-convexa, tenemos lo que se pide.
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Corolario 87 Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdor¤. Entonces,
(Cb(X;A); �) es m-convexa sí y sólo si C0(X) = C00(X).

Demostración. Para la demostración de este corolario primero supongamos que
(Cb(X;A); �) es m-convexa; entonces, por el teorema anterior B0(X) = B00(X)
y si f 2 C0(X), f 2 B0(X) = B00(X), y como f es continua obtenemos lo que
queríamos. Por tanto, ya que siempre se da la contensión C0(X) � C00(X); obten-
emos C0(X) = C00(X).
A la inversa, si X es localmente compacto, C0(X) genera a la topología estricta

� y C00(X) genera a la topología compacto abierta K, ambas en Cb(X;A) (véase
Buck [6], pág. 97). Entonces, como (Cb(X;A);K) es m-convexa y C0(X) = C00(X),
concluimos que (Cb(X;A); �) es m-convexa.

3.6. Espectros e Invertibilidad en Cb(X;A) y Cp(X;A)

3.6.1. Espectros en Cp(X;A)

Sea A un álgebra de Banach conmutativa. Consideremos f 2 Cp(X;A), entonces
tenemos lo siguiente (véase proposiciones 69 y 70):

H : (Cp(X;A); k�k1)! (C(�X;A); k�k1)
f 7�! ef

donde ef es la extensión continua de f : X ! A a ef : �X ! A. Sabemos que H es
un homeomor�smo y por tantoM((Cp(X;A); k�k1)) = �X�M (A). Consideremos

a bf y bef dadas por la transformada de Gelfand correspondiente.
A�rmamos que

� (f) � bf(X �M(A)) = bef(�X �M(A)) = �
� ef� :

Para demostrarlo veamos las siguientes a�rmaciones:

1. bf(X �M(A)) = bef(�X �M(A))
Demostración. Sean x 2 X, F 2M(A), como f y ef coinciden enX tenemos:bf (x; F ) = F (f(x)) = F ( ef(x)) = bef(x; F ) 8x 2 X, esto implica que

bf(X �M(A)) � bef(�X �M(A))

y como �X �M(A) es compacto, entonces bef(�X �M(A)) es cerrado y así

bf(X �M(A)) � bef(�X �M(A)):
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Para la otra contensión, sea y 2 �X y tomemos F ( ef(y)). Sabemos que existe
una red (x�) � X tal que converge a y en �X, y de la continuidad de ef
tenemos que ef(x�) = f(x�) !

�
ef(y), por lo que F (f(x�)) ! F ( ef(y)) para

cada F 2M(A). Por tanto F ( ef(y)) 2 bf(X �M(A)):

2. La igualdad bef(�X �M(A)) = �
� ef� se da por ser A un álgebra de Banach,

y por tanto (C(�X;A); k�k1) también lo es (véase Proposición 69).

3. � (f) � �
� ef�, pues para � =2 �

� ef� tenemos que ef � �be es invertible en

C(�X;A). Así, ef(x)� �e es invertible en A para todo x 2 X.
Sea g 2 C(�X;A) tal que g � ( ef � �be) = be en C(�X;A). Entonces,

g(x)( ef(x)� �be(x)) = g(x)(f(x)� �e) = e

para todo x 2 X. Y por otro lado g jX es continua y acotada, y como
g(�X) es compacto y g(X) � g(�X) obtenemos que g(X) es compacto. Con
esto, f � �be es invertible en Cp(X;A) y � =2 � (f). Por lo tanto tenemos la
contención que se pide.

3.6.2. Algo de invertibilidad

En esta sección consideramos a X como un espacio de Hausdor¤, completamente
regular, de Hausdor¤ y no vacío.
Sabemos que una condición necesaria para que f sea invertible en Cb(X;A) es

que f(x) sea invertible para cada x 2 X, con lo que siempre se tiene que f(X) �
G(A). Buscamos otra condición que nos ayude a ver más claramente cuando hay
invertibilidad en estas algebras. Así, hemos obtenido los siguientes resultados:

Teorema 88 Sean A un álgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y f 2
Ci(X;A), i = b; p. Si f es invertible, entonces f(X) � G(A).

Demostración. Como f es invertible, existe g 2 Ci(X;A) tal que f � g = ceA;
y f(X) � G(A) pues f(X) � G(A). Ahora, si f(X) \ �G(A) 6= ;, existe y 2
�G(A) \ �f(X) y (xn)n2N � X tales que f(xn) ! y, si n ! 1. Pero, como A es
álgebra de Banach, y es divisor topológico de cero en A y entonces kg(xn)k !

n!1
1,

y así g =2 Ci(X;A) lo cual es una contradicción. Por tanto, f(X) � G(A).
Con esto, surge la pregunta: si f(X) � G(A), cuándo f es invertible en Ci(X;A),

i = b; p? En el caso de Cp(X;A) tenemos la siguiente equivalencia:

Teorema 89 Sean A un álgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y f 2
Cp(X;A). Entonces, f es invertible si y sólo si f(X) � G(A).
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Demostración. Por el Teorema anterior, basta probar que si f(X) � G(A) en-
tonces f es invertible. Puesto que f(X) � G(A), f(X) es compacto en A, y la

función (�)�1 : G(A)! G(A) es una función continua, obtenemos que
�
f(X)

��1
es

compacto en G(A) y por tanto acotado. Así mismo, (f(X))�1 es acotado,�
(f(X))

�1
�
�
�
f(X)

��1
y la función g : X ! A, dada por g(x) = f�1 (x) esta en Cp(X;A). Con esto f es
invertible.
De estos dos resultados tenemos como consecuencia lo siguiente.

Corolario 90 Sean A un álgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y f 2
Cp(X;A), tal que f es invertible en Cb(X;A). Entonces, f es invertible en Cp(X;A).

Demostración. Como f es invertible en Cb(X;A), por el Teorema 83, tenemos que
f(X) � G(A) y por el Teorema anterior esto último se cumple si y sólo si f es
invertible en Cp(X;A) como queríamos ver.

Corolario 91 Sean A un álgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y f 2
Ci(X;A), i = b; p. Si f invertible con inverso f�1 2 Ci(X;A), i = b; p, entonces
f(X) � G(A) y f�1(X) � G(A) .

También nos podemos preguntar qué pasa siA es un álgebra m-convexa, podemos
dar una condición similar sobre invertibilidad en Ci(X;A), i = b; p? El resultado
que pudimos obtener es similar al Teorema 8.

Teorema 92 Sean A un álgebra m-convexa, completa, conmutativa con unidad e y
f 2 Ci(X;A), i = b; p. Si f es invertible, entonces f(X) � G(A).

Demostración. Por hipótesis, sabemos que
�
A; fk�k�g�2�

�
es el límite inverso

de una familia de algebras de Banach fA�g�2�, , consideremos sus respectivos
mor�smos de algebras

�� : A! A� = \A= ker k�k�.

Como f es invertible, existe g 2 Ci(X;A) tal que fg = êA; además, f(X) �
G(A).
Por otro lado, ya que f es invertible, f(x) es invertible en A, para cada x 2 X .

Pero esto último pasa sí y sólo si ��(f(X)) � G(A�) para todo � 2 �.
A�rmamos que ��(f(X)) � G(A�), esto para todo � 2 �:
En caso contrario, existe � tal que ��(f(X)) \ �G(A�) 6= ;. Entonces, existen

y� 2 �G(A�) \ ���(f(X)) y (xn) � X tales que ��(f(xn)) ! y�. Ya que A� es
álgebra de Banach, y� es divisor topológico de cero y no invertible en A� (pues
y� 2 �G(A�)); f(xn)g(xn) = eA, y ��(f(xn))��(g(xn)) = e�, entonces

ke� � y���(g(xn))k
0

� = k��(f(xn))��(g(xn))� y���(g(xn))k
0

�

� k��(f(xn))� y�k
0

� k��(g(xn))k
0

�
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y dado que y� no es invertible en A�, tampoco es topológicamente invertible en A�,
por lo que tenemos

kg(xn)k� = k��(g(xn))k
0

� !1:
Así que g =2 Ci(X;A), lo que nos lleva a una contradicción.
Por tanto ��(f(X)) � G(A�), para todo � 2 �.
Sea y 2 f(X), entonces existe (x�) � X una red tal que f(x�) ! y en A. Esto

implica que ��(f(x�)) ! ��(y) 2 ��(f(X)) � G(A�), para todo � 2 �. De aquí
que ��(y) 2 G(A�), para todo � 2 �, y esto último se cumple si y sólo si y 2 G(A).
Así obtenemos que f(X) � G(A).
Además, buscamos ver cuando tenemos la otra imlicación tanto para el caso en

que A es un álgebra de Banach, como cuando pedimos que sea m-convexa. Hasta
ahora sólo hemos podido ver que se cumple lo siguiente.

Proposición 93 Sean A un álgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y f 2
Cb(X;A), tal que f(X) � G(A). Entonces, f es invertible en C(X;A).

Demostración. Como f(X) � G(A), podemos de�nir la función f�1 : X ! A

como f�1 (x) = (f(x))
�1. A�rmamos que f�1 es una función continua ya que la

podemos ver como la composición de dos funciones continuas, f�1 = (�)�1�f . Donde
(�)�1 es la función (�)�1 : G(A) ! G(A) que manda a cada elemento invertible en
A en su inverso.
Otra condición que se ha podido obtener es la siguiente.

Proposición 94 Sean A un álgebra de Banach, conmutativa con unidad e y f 2
Cb(X;A). Si f es invertible, entonces existe " > 0 tal que

���f̂ (x; F )��� > " para todo

(x; F ) 2 X �M(A).

Demostración. Sea f 2 Cb(X;A) invertible, entonces existe g 2 Cb(X;A) tal que
fg = êA.
Por otro lado, como f es invertible se cumple que f(X) � G(A).
Hagamos la demostración por contradicción. Supongamos que para cada " > 0

existe (x0; F0) 2 X �M(A) tal que jF0 (f(x0))j =
���f̂ (x0; F0)��� < ". En particular,

para toda n 2 N existe (xn; Fn) 2 X �M(A) tal que

jFn (f(xn))j =
���f̂ (xn; Fn)��� < 1

n
;

lo cual implica que
���f̂ (xn; Fn)��� !

n!1
0.

Dado que existe g 2 Cb(X;A), con g = f�1, obtenemos que

ĝ (xn; Fn) f̂ (xn; Fn) = Fn (g (xn) f (xn)) = 1

y por lo tanto jĝ (xn; Fn)j ! 1, es decir g no es acotada, lo que nos lleva a una
contradicción.
El siguiente ejemplo nos muestra que existen espacios completamente regulares,

X, tales que Cb(X;A) tienen elementos que son invertibles en C(X;A) pero no lo
son en Cb(X;A).
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Ejemplo 95 Sea A = (C([0; 1]); k�k1) y X = N dotado con la topología discreta.
Por la topología que se da para N tenemos que toda función de�nida de N en C([0; 1])
es continua. Sea

f : N! C([0; 1])

n! fn

donde cada fn : [0; 1]! C está dada por

fn (x) =

�
1� x si 0 � x � 1� 1

n
(n� 1) (x� 1) + 1 si 1� 1

n � x � 1 ;

n 2 N, tenemos que f es continua y f (N) = f (N). Por otro lado

f�1 : N! C([0; 1])

n! f�1n

donde f�1n : [0; 1]! C esta de�nida por

f�1n (x) =

� 1
1�x si 0 � x � 1� 1

n
1

(n�1)(x�1)+1 si 1� 1
n � x � 1 ;

n 2 N; también f�1 esta bien de�nida y es continua,

f�1 2 C (N; C([0; 1]))�Cb (N; C([0; 1])) :

Por tanto f es invertible en C (N; C([0; 1])) pero no lo es en Cb (N; C([0; 1])).

Cabe señalar que en el ejemplo anterior tenemos que fn : 9
n!1

g, para toda

g 2 C([0; 1]). Sin embargo, podemos dar las funciones

hn (x) =

8<: 1�
�
2(n�1)
n

�
x si 0 � x � 1

2�
2(n�1)
n

�
(x� 1) + 1 si 12 � x � 1

las cuales cumplen que hn : !
n!1

g en C([0; 1]), y g es tal que

g (x) =

�
1� 2x si 0 � x � 1

2
2 (x� 1) + 1 si 12 � x � 1

Por otro lado, la función h es continua, donde

h : N! C([0; 1])

n! hn

además de que es invertible en C (N; C([0; 1])) pero no lo es en Cb (N; C([0; 1])).
Para lo siguiente, supongamos que X es un espacio completamente regular, de

Hausdor¤ y A un álgebra de Banach, conmutativa, con unidad y no necesariamente
semisimple. De�namos la función:

T : Cb(X;A)! Cb(X �M (A)) �= C(� (X �M (A)))

dada por T (f) = bf , donde bf(x; F ) = F (f(x)), como en la proposición 74. Entonces,
tenemos que T es un homomor�smo de algebras y se cumple la siguiente a�rmación:
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Proposición 96 Si f es invertible en Cb(X;A), entonces bf es invertible en Cb(X�
M (A)).

Proposición 97 Sea f 2 Cb(X;A), y supongamos que existe "0 > 0 tal que��� bf (x; F )��� � "0 para todo (x; F ) 2 X�M (A). Entonces, f es invertible en C(X;A).

Demostración. Dado x 2 X, sabemos que bf (x; F ) = F (f(x)) y jF (f (x))j � "0
para cada F 2M (A), donde f(x) 2 A. Esto implica que F (f(x)) 6= 0 8F 2M (A),
pero en A se cumple la propiedad de Wiener, es decir, a 2 A es invertible si y sólo
si F (a) 6= 0 8F 2 M (A). Por tanto existe (f(x))�1 para todo x 2 X y podemos
de�nir la función f�1 : X ! A como f�1 (x) = (f(x))�1, la cual es continua ya que
la podemos ver como la composición las funciones continuas, f�1 = (�)�1�f . Donde
(�)�1 es la función (�)�1 : G(A) ! G(A) que manda a cada elemento invertible en
A en su inverso. Concluimos que f�1 2 C(X;A), que al mismo tiempo es la inversa
de f , como queríamos ver.

Proposición 98 Dada f 2 Cb(X;A) se cumple lo siguiente:

1) Si f es invertible en Cb(X;A), entonces bf es invertible en Cb(X �M (A)).

2) Si bf es invertible en Cb(X�M (A)), entonces ebf es invertible en C(� (X �M (A))).

3) Si ebf es invertible en C(� (X �M (A))), entonces ebf no se anula en � (X �M (A)).

4) Si ebf no se anula en � (X �M (A)), entonces existe " > 0 tal que
��� bf (x; F )��� � "

para todo (x; F ) 2 X �M (A).

Demostración. Los incisos 1), 2) y 3) son claros, por ser T un homomor�smo de
algebras y de la de�nición de � (X �M (A)).
Para ver la a�rmación 4), utilizamos que

ebf (� (X �M (A))) = cl�(X�M(A))

� bf (X �M (A))
�

y si ebf no se anula en � (X �M (A)), entonces 0 =2 cl�(X�M(A))

� bf (X �M (A))
�
.

Esto pasa si y sólo si 9" > 0 tal que B"(0) \ bf (X �M (A)) = ;, pero esto es
equivalente a la existencia de algún " > 0 tal que

��� bf (x; F )��� � " 8 (x; F ) 2 X�M (A).

Con lo que concluimos que se cumple 4).

Proposición 99 Sean (A; k�k) un álgebra de Banach, conmutativa, con unidad e,
X un espacio completamente regular y de Hausdor¤, y f 2 Cb (X;A).
Si M (Cb (X;A) ; k�k1) = � (X �M (A)), entonces f es invertible en Cb (X;A)

si y sólo si existe " > 0 tal que
��� bf (x; F )��� � " para todo (x; F ) 2 X �M (A).
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Demostración. De la proposición 91, tenemos que si f es invertible en Cb (X;A),
entonces existe " > 0 tal que

��� bf (x; F )��� � " para todo (x; F ) 2 X �M (A).

A la inversa, supongamos que M (Cb (X;A) ; k�k1) = � (X �M (A)) y además

que existe " > 0 tal que
��� bf (x; F )��� � " para todo (x; F ) 2 X �M (A).

Nos basta con mostrar que T (f) 6= 0 para todo T 2M (Cb (X;A) ; k�k1) ya que
(Cb (X;A) ; k�k1) es un álgebra de Banach y cumple la propiedad de Wiener. Sea
Ts 2 M (Cb (X;A) ; k�k1), donde s 2 � (X �M (A)), ((x�; F�))� � X �M (A) es

una red tal que (x�; F�)!
�
s, ebf 2 C (� (X �M (A))) es la extensión de bf y Ts está

dada por

Ts (f) =
ebf (s) = l��m

�

ebf (x�; F�) = l��m
�

bf (x�; F�) :
Como " �

��� bf (x�; F�)��� � ���� bf (x�; F�)� ebf (s)���� + ����ebf (s)���� 8�, obtenemos que

" �
����ebf (s)���� = jTs (f)j. De aquí que T (f) 6= 0 para todo T 2 M (Cb (X;A) ; k�k1),

por lo tanto f es invertible en Cb (X;A).
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Capítulo 4

Govaerst y las familias de
Nachbin

En este último capítulo desarrollamos aspectos importantes del artículo de Gov-
aerst [12]. Presentamos ejemplos que están relacionados con las álgebras de funciones
que hemos trabajado en los capítulos anteriores.
Consideramos a X un espacio de Hausdor¤, completamente regular y a (A;Q)

un álgebra localmente convexa, donde Q = fq� : � 2 �g es el sistema dirigido de
seminormas que determinan su topología �Q, a menos que se diga lo contrario.

De�nición 100 De�nimos las algebras

Cb(X;A) =

(
f : X ! A : f es continua con respecto a �Q y

sup
x�X

q(f (x)) <1; 8q 2 Q

)
, y

C(X;A) = ff : X ! A : f es continua bajo la topología �Qg

De�nición 101 Una familia de Nachbin en X es una familia V de funciones con
valores reales, no negativas y de�nidas en X tales que

(v1) 8u; v 2 V y � � 0, 9w 2 V con �u � w, �v � w.

De�nición 102 De�nimos

CV (X;A) = ff 2 C(X;A) : pq;v (f) = sup
x2X

q (v(x)f(x)) <1;8q 2 Q; v 2 V g

Así, fpq;v : q 2 Q, v 2 V g es un sistema dirigido de seminormas en CV (X;A)
que la hacen un álgebra localmente convexa.

De�nición 103 Decimos que V es una familia de Nachbin multiplicativa si además
de (v1) cumple

(v2) 8u 2 V , 9w; v 2 V con u � wv:

(v3) 8u 2 V , u es acotada.

49
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Notemos que si V es una familia de Nachbin multiplicativa, entonces CV (X;A)
contiene al espacio Cb(X;A) de todas las funciones continuas y acotadas, de�nidas
de X en A. Para verlo claramente tomemos f 2 Cb(X;A) � C(X;A), q 2 Q y
v 2 V ; entonces, existe Mv > 0 tal que sup

x2X
v(x) < Mv y así

pq;v (f) = sup
x2X

q (v(x)f(x)) = sup
x2X

v(x)q (f(x)) �Mv sup
x2X

q (f(x)) <1:

Notación 104 Si A = C, denotaremos por CV (X) al álgebra CV (X;C).

De�nición 105 Decimos que una familia de Nachbin multiplicativa V es de tipo
puntual si y sólo si para cada homomor�smo continuo de algebras, no trivial, ' :
CV (X)! C existe x0 2 X tal que ' (f) = f (x0) para todo f 2 CV (X).

De�nición 106 Sea V una familia de Nachbin multiplicativa. Dados u 2 V y r > 0
consideramos los siguientes conjuntos nivel :

L(u; r) = fx 2 X : u(x) � rg

Supp(V ) = [fL(u; r)�X : u 2 V , r > 0g

Con estas de�niciones y al estudiar el espacio Cb (X;A) podemos a�rmar lo
siguiente.

Proposición 107 Sea V0 = fj'j : ' 2 B0 (X)g, donde B0 (X) es el espacio de
funciones de X en C que se anulan al in�nito. Entonces:

1. V0 es una familia de Nachbin en X:

2. V0 es una familia de Nachbin multiplicativa.

1. Esta a�rmación se debe a que j'j � 0 8' 2 B0(X); y además claramente se
cumple

(v1) 8u = j'j ; v = j j 2 V0 y � � 0, 9w 2 V0 con �u � w, �v � w,

para w = �u + �v ó w = m�ax f�u; �vg, veamos que w 2 V0: si " > 0,
entonces existen K1 y K2 subconjuntos compactos de X tales que v(x) =
j (x)j < "

2(�+1) 8x =2 Kv y u(x) = j' (x)j < "
2(�+1) 8x =2 Ku. Consideramos

Kw = Kv [ Ku y x =2 Kw; entonces x =2 Kv, x =2 Ku. Esto implica que si
� � 0 tenemos que �v(x) = j� (x)j < "

2 y �u(x) = j�' (x)j <
"
2 , por tanto

w(x) = �v(x) + �u(x) < " (w(x) = m�ax(�v(x); �u(x)) < ") .

2. V0 es una familia de Nachbin multiplicativa, ya que cumple:

(v2) 8u = j'j 2 V , 9w; v 2 V con u � wv, donde v =
p
u =

p
j'j = w.

(v3) Cada u 2 V , u es acotada.
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Así, para V = V0 y (A; k�k) un álgebra de Banach tenemos

CV (X;A) = ff 2 C(X;A) : pq;v (f) = sup
x2X

q (v(x)f(x)) <1;8q 2 Q; v 2 V g

= ff 2 C(X;A) : p' (f) = sup k'(x)f(x)k
x2X

= kfk' <1;8' 2 B0(X)g

y también obtenemos lo siguiente:

Proposición 108 Sea X un espacio de Hausdor¤, completamente regular, (A; k�k)
un álgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y V0 = fj'j : ' 2 B0 (X)g.
Entonces, (Cb(X;A); �) =

�
CV0 (X;A) ; fp'g'2B0(X)

�
.

Demostración. Primero, siempre tenemos la contención Cb(X;A) � CV0 (X;A),
nos resta por probar que la otra contención también se tiene.
Sea f 2 CV0 (X;A), por de�nición de CV0 (X;A), f cumple que

kfk' = sup
x2X

k'(x)f(x)k <1;8' 2 B0(X):

Demostremos que f es acotada; si esto no pasara, para cada n 2 N, existe xn 2 X
tal que kf(xn)k > n.
De�namos

' (x) =

�
0 si x 6= xn, 8n 2 N.
1p
n

si x = xn, n 2 N.

A�rmamos que ' 2 B0 (X): Sea " > 0, 9N 2 N tal que 1p
n
< " 8n � N . Tomemos

K = fx1; :::; xN�1g el cual es un subconjunto compacto de X y si x =2 K, entonces
j' (x)j < ":
Ahora,

kfk' = sup
x2X

k'(x)f(x)k � k'(xn)f(xn)k = '(xn) kf(xn)k � n

�
1p
n

�
=
p
n;

8n 2 N. Así, kfk' =1, lo que nos lleva a una contradicción.
Por lo tanto, (Cb(X;A); �) =

�
CV0 (X;A) ; fp'g'2B0(X)

�
si tomamos V0 =

fj'j : ' 2 B0 (X)g.
En el caso en que X sea un espacio localmente compacto, la topología estricta

en Cb(X;A) está dada por C0(X), el espacio de funciones continuas de�nidas de X
en C que se anulan al in�nito. Es claro que V 00 = fj'j : ' 2 C0(X)g es una familia
de Nachbin multiplicativa. Análogamente, si V = V 00 siempre se tiene la contensión
Cb(X;A) � CV (X;A) y a�rmamos lo siguiente:

Proposición 109 Sea X un espacio de Hausdor¤, localmente compacto, (A; k�k)
un álgebra de Banach, conmutativa, con unidad e y V 00 = fj'j : ' 2 C0 (X)g. Si
V = V 00 , entonces (Cb(X;A); �) =

�
CV (X;A) ; fp'g'2C0(X)

�
.
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Demostración. Sea f 2 CV (X;A), por de�nición de CV (X;A), f 2 C(X;A) y
cumple que

kfk' = sup k'(x)f(x)k
x2X

<1;8' 2 C0(X):

Si f no es acotada, para cada n 2 N, existe xn 2 X tal que kf(xn)k > n2n.
(�) Sea An = fx1; :::; xng, An es un subconjunto compacto de X. Entonces,

existe Un una vecindad abierta de An tal que Un es compacto y Un � fxn+1gc
por ser X un espacio localmente compacto. Por lo que 9'n : X ! [0; 12n ] tal que
'n (x) =

1
2n 8x 2 An y 'n (x) = 0 8x =2 Un.

De�namos
' : X ! [0;1)

como ' (x) =
1P
n=1

'n (x).

Probemos que ' 2 C0 (X):

1. ' esta bien de�nida: ya que 0 � ' (x) � 1
2n y 0 �

1P
n=1

'n (x) �
1P
n=1

1
2n .

2. ' es continua enX: Sean x 2 X y " > 0, entonces 9N 2 N tal que
1P
n=N

1
2n <

"
4 .

Ahora, como cada 'n es continua, 1 � n � N � 1, existe Vn vecindad de x tal

que j'n (x)� 'n (y)j < "
2N 8y 2 Vn. Sea V =

N�1T
n�1

Vn, que es una vecindad

de x. Para y 2 V , tenemos:

j' (x)� ' (y)j =

���� 1P
n=1

'n (x)�
1P
n=1

'n (y)

���� = ���� 1P
n=1

('n (x)� 'n (y))
���� �

�
����N�1P
n=1

('n (x)� 'n (y))
����+ ���� 1P

n=N

'n (x)

����+ ���� 1P
n=N

'n (y)

���� �
�

N�1P
n=1

j('n (x)� 'n (y))j+
1P
n=N

1

2n
+
1P
n=N

1

2n
<

< (N � 1) "

2N
+
"

4
+
"

4
< "

Por tanto, ' es continua.

3. ' se anula al in�nito. Para demostrarlo sea " > 0, 9N 2 N tal que
1P
n=N

1
2n < ".

Tomemos K =
N�1S
n=1

Un, donde Un es la correspondiente de (�). Obviamente

K es un subconjunto compacto de X, pues cada Un lo es, 1 � n � N � 1.
Además; si x =2 K, ' (x) = 0, ya que x =2 Un, 1 � n � N � 1. Entonces, dado
x =2 K

j' (x)j = ' (x) = 0 +
1P
n=N

'n (x) �
1P
n=N

1

2n
< ":
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Ahora,

kfk' = sup
x2X

k'(x)f(x)k � k'(xn)f(xn)k = '(xn) kf(xn)k =

= kf(xn)k
1P
k=1

'k (xn) � kf(xn)k'n (xn) � n2n'n (xn) =

= n2n
�
1

2n

�
= n;

8n 2 N. Así, kfk' =1, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto,

(Cb(X;A); �) =
�
CV (X;A) ; fp'g'2C0(X)

�
si V = fj'j : ' 2 C0 (X)g y X un espacio localmente compacto.

Lema 110 Si K � X es compacto, entonces K es compacto en �X.

Demostración. Si fU�g es una cubierta abierta de K en �X, entonces fU� \Xg
es una cubierta abierta de K en X. Esto último implica que existe una subcubierta
�nita fUn \Xgmn=1 de K en X. Con esto, fUngmn=1 es una subcubierta �nita de K
en �X.

Proposición 111 Sea V una familia de Nachbin multiplicativa. Entonces, V es de

tipo puntual si y sólo si L(u; r)
�X � X, 8 u 2 V , r > 0.

Demostración. Para la necesidad supongamos lo contrario; es decir, existen x0 2
�X �X, u 2 V y r > 0 tales que x0 2 L(u; r)

�X
.

Sea f 2 CV (X) arbitraria; entonces, existe C > 0 tal que

sup
x2X

ju(x)f(x)j � C:

Observemos que si x 2 L(u; r) , tenemos que u(x) � r y

u(x) jf(x)j = ju(x)f(x)j � C;

por lo que

jf(x)j � C

r
. (8)

Sea Ce la compactación natural por un punto de C. Así, f : X ! C se puede
extender a una función continua fe : �X ! Ce.
Como x0 2 L(u; r)

�X
, y de la desigualdad (8) tenemos que jfe(x0)j � C

r . Esto
es ya que si tomamos (x�) una red en L(u; r) que converge a x0, de (8) obtenemos
esta desigualdad.
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Con esto, tenemos una función ' : CV (X)! C de�niendo ' (f) = fe(x0). De
donde tenemos que j' (f)j = jfe(x0)j � C

r ; y así ' es continua:
Sean " > 0 y "0 > 0 tal que "0

r < ". Si g 2 CV (X) es tal que

sup
x2X

j(f(x)� g(x))u(x)j < "0;

como
sup

x2L(u;r)
j(f(x)� g(x))u(x)j � sup

x2X
j(f(x)� g(x))u(x)j < "0

tenemos que
r jf(x)� g(x)j � j(f(x)� g(x))u(x)j < "0;

para x 2 L(u; r). Entonces,

jf(x)� g(x)j � "0

r
< "

si x 2 L(u; r) y para (x�) � L(u; r) una red que converge a x0 en �X obtenemos

j'(f)� '(g)j = jfe(x0)� ge(x0)j = l��m
�
jf(x�)� g(x�)j �

"0

r
< ":

Sea x1 2 X, como x1 6= x0 y �X es un espacio completamente regular y por
tanto normal, existe ~f : �X ! [0; 1] una función continua tal que ~f (x1) = 0 y
~f (x0) = 1, con lo que ~f jX=: f 2 CV (X). Por lo tanto, no existe x1 2 X tal que
f(x1) = '(f) para todo f 2 CV (X), lo que nos lleva a una contradicción.
(c Supongamos que L(u; r)�X � X, 8 u 2 V , r > 0 y veamos que V es de tipo

puntual. Sea vV (X) el conjunto de todos los homomor�smos de algebras, lineales,
multiplicativos, no triviales y no necesariamente continuos de�nidos en CV (X). A
vV (X) lo dotamos con la topología débil inducida por

\CV (X) =
n bf : f 2 CV (X)o ;

donde bf (') = ' (f) para cada ' 2 vV (X) y f 2 CV (X). Como Cb(X) � CV (X),
podemos ver a X como un subespacio de vV (X); inclusive X es un subconjunto
denso. Sea ' 2 vV (X)�X y supongamos que existen u 2 V y � > 0 tales que
j' (f)j � 1

2 siempre que sup
x2X

jf (x)u (x)j � �. Como L (u; �) es un subconjunto

relativamente compacto en X, existe una función continua f 0 en vV (X) tal que 0 �
f 0 � 1, f 0(') = 1 y f 0 = 0 en L(u; '). Sea f = f 0 jX , entonces sup

x2X
jf (x)u (x)j � �

y '(f) = 1 lo cual es una contradicción.

Corolario 112 Sea V una familia de Nachbin multiplicativa. Entonces, V es una
familia de tipo puntual si y sólo si cada u 2 V se anula al in�nito.

Demostración. Primero,tomemos u 2 V y r > 0. Por hipótesis, para r > 0 existe
Kr � X compacto tal que ju(x)j < r si x =2 Kr. Entonces, L(u; r) = fx 2 X :
ju(x)j � rg � Kr.
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Por el lema anterior, Kr es compacto en �X; esto implica que

L(u; r)
�X � Kr

�X
= Kr � X;

y de la proposición anterior, V es una familia de tipo punto.
A la inversa, supongamos que V es de tipo puntual, por la proposición anterior

dado u 2 V y r > 0, L(u; r)
�X � X .

Sean u 2 V . Demostremos que u se anula al in�nito; es decir, dado r > 0
existe Kr � X compacto tal que ju(x)j < r si x =2 Kr. Sea r > 0, como �X es

compacto, L(u; r)
�X

es compacto en �X y al mismo tiempo compacto en X. Sea

Kr = L(u; r)
�X
; si x =2 Kr, ju(x)j < r, como queríamos.

Además tenemos el siguiente teorema, para su demostración véase Govaerst [12]:

Teorema 113 Sean V una familia de Nachbin multiplicativa de tipo puntual, (A;Q)
un álgebra localmente convexa y H : CV (X;A)! C un homomor�smo de algebras
continuo. Entonces, existen x0 2 Supp(V ) y F 2M (A) tales que H(f) = F (f(x0))
para todo f 2 CV (X;A).

Gracias a este Teorema y de la proposición [108] hemos podido obtener lo sigu-
iente:

Teorema 114 Sean X un espacio de Hausdor¤, completamente regular y (A; k�k)
un álgebra de Banach, conmutativa y con unidad e. Entonces, M (Cb(X;A); �) =
X �M (A).

Demostración. Como M (Cb(X); �) = X y de la proposición [108] (Cb(X); �) =�
CV0 (X) ; fp'g'2B0(X)

�
, donde V0 = fj'j : ' 2 B0 (X)g; obtenemos que V0 es de

tipo puntual. Entonces, por el Teorema anterior

M (Cb(X;A); �) =M
�
CV0 (X;A) ; fp'g'2B0(X)

�
= X �M (A) ;

ya que siempre tenemos la contensión M (Cb(X;A); �) � X �M (A).

4.1. Algunos ejemplos

Consideremos el álgebra A = (C([0; 1]); k�k1), la cual es semisimple, y X = N
dotado con la topología discreta. Por la topología que se da para N tenemos que
toda función de�nida de N en C([0; 1]) es continua. Entonces, por la sección 3.3,
proposición 76, sabemos que

T : Cb(N ; C([0; 1]))! Cb(N � [0; 1]) �= C(� (N � [0; 1]))

dada por T (f) = bf , donde bf(n; t) = (f(n)) (t), es un homomor�smo de algebras
y además es biyectivo. Inclusive, por la observación 77, T es un homeomor�smo
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e isometría de (Cb(N ; C([0; 1])); k�k1) en (Cb(N � [0; 1]); k�k1). Esto quiere decir
que

M (Cb(N ; C([0; 1])); k�k1) �= M (Cb(N � [0; 1]); k�k1)
= � (N � [0; 1]) :

Notemos además que si tomamos el álgebra (Cp(N ; C([0; 1])); k�k1), por la sec-
ción 3.2, proposición 72, obtenemos que

M (Cp(N ; C([0; 1])); k�k1) �= �N �M (C([0; 1]); k�k1) = �N � [0; 1]:

Sea X un espacio completamente regular y (A; k�k) un álgebra de Banach. En-
tonces, de la sección 3.2 tenemos que

M (Cp(X ;A); k�k1) �=M (Cb(X �M (A)); k�k1) �= �X �M (A) :

Ejemplo 115 Si X es un espacio seudocompacto, entonces por lo anterior se cumple
que

M (Cp(X ;A); k�k1) �=M (Cb(X �M (A)); k�k1) �= �X�M (A) �= � (X �M (A)) :

Dado que M (Cp(X ;A); k�k1) �= �X �M (A) y T(p;F ) 2M (Cp(X ;A); k�k1),
T(p;F ) (f) = F ( ef(p)). Entonces, existe una red (x�)�2� � X tal que x� !

�
p, por lo

que de la continuidad de F y la de�nición de ef tenemos que
l��m
�
F (f (x�)) = F ( ef(p))

para cada f 2.Cp(X ;A).

Observación 116 Notemos que la existencia de esta red no depende de la f que
tomemos, sin embargo para f 2.Cp(X ;A) dada podemos garantizar que existe
(xn)n2N tal que xn !n p y

l��m
n
F (f (xn)) = F ( ef(p))

En este caso, ya que clA (f(X)) es compacto, existe a 2 clA (f(X)) tal que F (a) =
T(p;F ) (f).

Ahora, supongamos queM (Cb(X ;A); k�k1) = � (X �M (A)). Sean s 2 � (X �M (A))
y f 2.Cb(X ;A), entonces existe una red (x�; F�)�2� � X�M (A) tal que (x�; F�)!

�

s. Así, obtenemos que

Ts (f) =
ebf (s) = l��m

�

bf (x�; F�) = l��m
�
F�(f (x�))

Con esto:

Proposición 117 Si f 2.Cp(X ;A), entonces clA (f(X)) es compacto en A yS
F2M(A)

F (f(X)) es compacto en C. Además,
S

F2M(A)

F (f(X)) =
ebf (�X �M (A)).



Apéndice A

Conceptos de Topología

En esta pequeña sección daremos algunos aspectos importantes sobre topología
que son conocidos y que al mismo tiempo utilizamos en el presente trabajo sin
mencionarlo especí�camente.
Sean X;Y espacios topológicos, B� � X, A� � Y , � 2 �, no vacíos y f : X ! Y

una función.

Observemos que se cumple lo siguiente: y 2 f

� S
�2�

B�

�
si y sólo si existe

x 2
S
�2�

B� tal que f(x) = y; es decir, existe x 2 B� para algún � 2 � tal

que f(x) = y; pero esto pasa si y sólo si y 2
S
�2�

f(B�). Por tanto toda función

f : X ! Y preserva uniones.

Una situación similar pasa para la imagen inversa de f : x 2 f�1
� S
�2�

A�

�
si y

sólo si existe f(x) 2
S
�2�

A�, y esto se cumple si y solamente si existe � 2 � tal

que f(x) 2 A�. Esto último pasa si y sólo si existe � 2 � tal que x 2 f�1 (A�), lo
que equivale a que y 2

S
�2�

f�1 (A�).

Por otro lado, siX, Y son espacios topológicos, A � X no vacío y f : X ! Y una
función continua, ya que A � A, tenemos que f (A) � f

�
A
�
y así f (A) � f

�
A
�
.

Además, en este caso también se cumple que la imagen de un subconjunto compacto
de X es compacto en Y :
Demostración. Sea ; 6= K � X compacto y U = fU�g�2� una cubierta abierta
de f(K), esto implica que

�
f�1 (U�)

	
�2� es una cubierta abierta de K por la

continuidad de f , con lo que podemos dar una subcubierta �nita de K, digamos�
f�1 (U�i)

	n
i=1
, y f�1

�
nS
i=1

U�i

�
=

nS
i=1

f�1 (U�i) � K. Entonces,
nS
i=1

U�i � f(K).

Sabemos que si X es un espacio topológico y D � X, D es denso en X si
cl(D) = X. Además se cumple lo siguiente, véase J. Dugundji [7], pág. 72:

Proposición 118 Son equivalentes las siguientes a�rmaciones:
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(1) D es denso en X.

(2) Si F es cerrado en X y D � F , entonces F = X.

(3) Cada conjunto abierto y no vacío en X contiene un elemento de D.

(4) El complemento de D tiene interior no vacío.

De�nición 119 Sean X un espacio topológico, Y un conjunto arbitrario y no vacío,
y p : X ! Y una función suprayectiva. De�nimos a la topología de Identi�cación
en Y como la topología determinada por p de�nida como

� (p) =
�
U � Y : p�1 (U) es abierto en X

	
:

En efecto, � (p) es una topología pues p�1 preserva las operaciones de conjuntos;
y como p�1 también preserva complementos, un subconjunto A � Y es cerrado si
y sólo si p�1 (A) es cerrado en X.

De�nición 120 Sean X y Y dos espacios topológicos. Dada una función p : X ! Y
decimos que es una identi�cación si la topología dada en Y coincide con � (p).

Sabemos que si f : X ! Y es un homomor�smo de grupos, podemos construir a
f(X) en base a X y al Núcleo de f . También podemos hacer un proceso similar para
funciones continuas entre espacios topológicos si y sólo si f es una identi�cación.
Sean X, Y espacios topológicos y f : X ! Y una función continua, de�nimos

la relación K(f) en X como: x s x0 si y sólo si f(x) = f(x0). Esta relación es de
equivalencia en X, al conjunto de clases de equivalencia lo denotamos por X�K(f)
y de�nimos a la función

p : X ! X�K(f)

por x 7�! [x]. Además, como p es sobre a X�K(f) lo podemos dotar con la
topología de identi�cación � (p) y así p es una identi�cación.
Ahora, tomamos la función

fp�1 : X�K(f)! Y;

donde fp�1[x] = f(x). Si x0 2 p�1([x]), entonces f(x) = f(x0), por lo que fp�1 esta
bien de�nida y adem�s es continua, e inclusive es inyectiva.
Por otro lado, si f : X ! Y es suprayectiva, entonces

fp�1 : X�K(f)! Y

es biyectiva y continua; pero no necesariamente es un homeomor�smo, véase J.
Dugundji [7] pág. 130:

Teorema 121 Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X ! Y una función
continua y suprayectiva. Entonces, fp�1 (X�K(f)) �= Y si y sólo si f es una
identi�cación.
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Como sabemos, todo espacio completamente regular y no compacto se puede
sumergir dentro de un espacio compacto y existen diferentes procedimientos para
esto.

De�nición 122 Una compacti�cación de un espacio completamente regular X es
una pareja (�X; h) donde �X es un espacio de Hausdor¤ compacto y h es un
homeomor�smo de X en un subconjunto denso de �X.

Consideremos i : X ! �X la función inclusión de X en su compactación de
Stone µCech �X (véase Teorema 21). Entonces tenemos lo siguiente:

Teorema 123 Sea X un espacio completamente regular, entonces �X tiene las
siguientes propiedades:

(1) Sea Y un espacio compacto. Entonces, toda función continua f : X ! Y tiene
una única extensión continua ~f : �X ! Y tal que f = ~f � i.

(2) (Unicidad) Toda compacti�cación (�X; h) de X tal que cumple la propiedad
(1) es homeomorfo a �X.

(3) �X es la compacti�cación más grande de X: Si (�X; j) es una compacti�-
cación de X, entonces (�X; j) es un espacio cociente de �X.

Demostración. Para la demostración de los incisos (1) y (2) véase J. Dugundji [7],
pág. 243, y Engelking [8], pág. 173.
Veamos la demostración de (3). Por (1) existe ~j : �X ! �X tal que ~j es la

extensión de la función j : X ! X � �X. Como �X es compacto, ~j(�X) es cerrado
y contiene a X, X � �X denso, entonces por la proposición (primera del apéndice)
~j(�X) = �X y así ~j es suprayectiva. Dado que ~j es una función cerrada, por el
Teorema anterior, �X �= �X�K(~j).
Como consecuencia de este resultado tenemos lo siguiente, véase Engelking [8],

pág.173.

Corolario 124 Sea X es un espacio completamente regular e I = [0; 1]. Entonces:

a) Toda función continua f : X ! I se puede extender a una función continua
~f : �X ! I.

b) Si toda función continua f : X ! I se puede extender continuamente sobre
una compacti�cación �X de X, entonces �X es equivalente a la compacti�-
cación de Stone-µCech de X, �X.

De�nición 125 Decimos que un espacio no vacío X es seudocompacto si C(X) =
Cb(X).

Para los siguientes resultados véase Engelking [8], págs. 238 y 239.

Proposición 126 (Tamano) El producto cartesiano X � Y de dos espacios com-
pletamente regulares X y Y es seudocompacto si y sólo si X y Y son seudocompactos
y la proyección p : X � Y ! X es una función cerrada; es decir, manda cerrados
de X � Y en cerrados de X.
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Proposición 127 (Glicksberg) Si el producto cartesiano X � Y de dos espacios
completamente regulares X y Y es seudocompacto, entonces �X � �Y es la com-
pactación de Stone-µCech de X � Y ; es decir, toda función f : X � Y ! I se puede
extender continuamente sobre . Además, si �X � �Y es la compactación de Stone-
µCech de X�Y y ambos X y Y son in�nitos, entonces el producto cartesiano X�Y
es seudocompacto.

Proposición 128 El producto cartesiano X � Y de un espacio seudocompacto X
y un k-espacio seudocompacto Y es seudocompacto.
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